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Kapitel 1

Einleitung

Fiir einen historischen Riickblick zur vorliegenden Arbeit, muB man ins Jahr 1896 zuriick
schauen, als Becquerel die radioaktive Strahlung entdeckte. Das Experiment zeigte, da8
bestimmte Mineralien Fotoplatten ohne Lichtwirkung schwirzten. Man erkannte bald,
daB es verschiedene Arten von Strahlung gibt, welche sich durch ihr Durchdringungsver-
mogen und die Ablenkbarkeit im Magnetfeld unterscheiden. Die Natur der a-Teilchen als
Heliumkerne wurde um 1908 von Rutherford aufgeklirt. Man untersuchte dann auch die
Energiespektren der a-Strahlung, welche man aus Reichweitenmessungen in Luft gewann.
1912 wurde von Geiger und Nuttall eine empirische Regel zwischen Zerfallskonstante )
und a-Teilchen Energie E gefunden: In(\) = Const+b-E

Eine theoretische Erklirung erwies sich als problematisch. a-Streuexperimente zeigten,
dafl die Coulombabstoung mindestens bis 10~'2¢m alleine ohne anziehende Kernkraft
wirkt. Wiirde jedoch ein a-Teilchen von diesem Coulombpotential beschleunigt, ergibe
sich eine viel zu grofie Energie. Erst im Jahre 1928 gelang es Gamov [1] mit der neuen
Quantenmechanik den a-Zerfall als "Tunnelprozess” zu beschreiben und auch die Geiger-
Nuttallsche Regel quantitativ zu erkliren.

Der nichste groBe Meilenstein war die experimentelle Entdeckung der Kernspaltung
durch Hahn, Meitner und Strassmann [2]. N. Bohr [3] beschrieb kurz darauf die Kernspal-
tung mit dem Bethe-Weizsicker Tropfchenmodell [4] und einer in Legendre-Polynomen
entwickelten Kernform:

R(&) = Hy [1 + ag + QQPQ(COB 8) + 03P3(COB 0) o A ] (11)

Damit ergab sich z.B. der Spaltparameter z = ;‘%{E‘Sf (Ec = Coulombenergie, Es =
Oberflichenenergie des kugelférmigen Kerns). Ist z < 1 dann ist die Kugelform ein
lokales Minimum beziiglich elliptischer Deformation und der Kern gegen Spaltung in
erster Ndherung stabil. Bohr machte auch qualitative Aussagen zur Potential-Energie-
Flache (PEF) der Spaltung. :

Quantitative Berechnungen dieser PEF wurden erst mit leistungsfahigeren Rechenma-
schinen moglich. Frankel [5] berechnete die PEF des Bohr'schen Modells 1947 auf der
Eniac'. Die Bohr’sche Reihenentwicklung hat den Nachteil, mit den a; viele physikalisch
unspezifische Parameter zu haben und nicht alle notwendigen Formen zu erméglichen.

!Electronic Numerical Integrator And Computer. 1946 von J.P. Eckert und J.W. Mauchly an der
Universitdt Philadelphia (USA) gebaut. 350 zehnstellige Multiplikationen pro Sekunde, 18000 Rihren.
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Entsprechend hat es eine Suche nach Kernform-Parametrisationen gegeben, welche mog-
lichst wenige und physikalisch sinnvolle verallgemeinerte Koordinaten haben. Alle diese
Geometriemodelle sind zylindersymmetrisch. Beispielsweise rechnete J. Lawrence (6]
1965 mit folgender 2-parametrischen Geometrie p?(z) = A28+ B-22+C . C ergibt sich
aus der Volumenerhaltung. J. Nix [7] rechnete 1969 mit einer Geometrie aus zwei Rota-
tionsellipsoiden, welche von einem Rotationshyperboloid glatt verbunden werden. Dieses
Modell hat 6 verallgemeinerte Koordinaten und ermoglicht asymmetrische Formen. An-
fang der siebziger Jahre wendete man das Nilson Modell auf eine Zweizentrengeometrie
éhnlich der von Nix an (Rechnungen, Literatur [8]). Die Rotationsellipsoide werden hier-
bei mit einer Polynomfunktion glatt verbunden. Wie in der folgenden Skizze zu sehen
ist, ist diese Geometrie nur eingeschrankt fiir starke Massenasymmetrie geeignet:

Q.32 QOCe

S
ol = xKr+5‘B4 +2n ”’zzl} — _Ne - ngb

Mit diesen quantenmechanischen Schalenkorrekturen konnte nun endlich die experimen-
tell beobachtete Massenasymmetrie beschrieben werden. Diese Rechnungen fiihrten zur
Voraussage von stark asymmetrischer Spaltung [9]. In den folgenden Jahren wurde diese
auch experimentell nachgewiesen [10] und damit das theoretische Interesse verstirkt.
Unter anderem wurden folgende Reaktionen beobachtet (Man nennt diese Spaltprozesse
auch " Cluster-Zerfall”):

MY - MNe+28pp Yy & 2-1071°
WY — HNe420py Yy = 7.6-10712
WRa — MC 4 209py ¥y &= 5-10"1°
2Ra — MWC 4 %M8py y & 31070
BIpg — MUNe 4 207py vy =~ 6-10712

(Mit - ist das Verhaltnis von Spaltereignissen zu anderen Zerfillen gemeint.)

Die Geometrie des Anfang der Siebziger benutzten Asymmetrischen-Zweizentren-Schalen-
modells ATCSM erméglicht analytische Eigenfunktionslésungen welche durch Stérungen
korrigiert werden. Dadurch ergibt sich eine vergleichsweise schnelle und handhabbare
Berechnung. Zur Beschreibung von starker Massenasymmetrie ist diese Geometrie je-
doch weniger geeignet. Die Suche nach einer fiir diesen Zweck geeigneten Geometrie
fiihrte Hou-ij Wang zum Drei-Kugel-Modell [11). Die Schalenkorrekturen kénnen dabei
nur voll numerisch berechnet werden [12], jedoch ist jetzt die Geometrie bis zum a-Zerfall
problemlos.

Aus der PEF kann man Schliisse iiber Energie und auch Spaltverteilung ziehen. Die
Zerfallskonstante A 148t sich mit Hilfe der WKB-Niherung [13] und gleichlautend mit
dem verallgemeinerten Ausdruck zum Tunneln [14] bis auf eine Konstante bestimmen:
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Die g¢; sind die verallgemeinerten Koordinaten. s ist der eindimensionale Spaltpfad der
sich durch Minimieren von & ergibt. ) ist schwer bestimmbar. Es ergibt sich aus
der Préformationswahrscheinlichkeit des Fragments im Mutterkern und der Frequenz
mit der es gegen die Potentialbarriere sté8t. Manchmal liest man auch den Ausdruck
A = Xo/(1 + €*) . Dieser Ausdruck ergibt sich beim Lésen der Schradingergleichung mit
einer Potentialbarriere, die aus einer unendlichen nach unten offenen Parabel besteht.
Die Losung ist eine parabolische Zylinderfunktion. Das obige Resultat ergibt sich dann
aus den asymptotischen Entwicklungen [15]. Die Rechnung wirkt etwas obskur und es ist
erstaunlich, daB das WKB-Resultat so gut getroffen wird. Da der Exponentialausdruck
normalerweise sowiso erheblich grofler als 1 ist, kann man auch den plausibleren WKB-
Ausdruck benutzen,

Um das allgemeine Problem der Spaltung noch etwas besser zu illustrieren, habe ich die
potentielle Energie fiir den a-Zerfall, die gewShnliche Uranspaltung (Reaktorreaktion)
und fiir einen der neuen Clusterzerfille eindimensional (Zentrenabstand r) skizziert:

A=doe™® b= [I(Ve)-E)Me)ds M) = T 1,20 (1,
o "]\/h(m )M s M) = Tu, S0 1

A o-2erfall: Sptong: ¥ il Vinerts £ b mel

 [Ae] |

30 -

T Coul -2b

204
1504
"o -+

W= \ ; =
geboudeue 1 - Teilchew Fystande 5
_”.::_—: £ \
ar b = WJ" 212,3"_5 dr '\
e ﬂ r : 4 <4 =3
504 g CNSEL

Beim a-Zerfall kann das Durchdringungsintegral b der schraffierten Spaltbarriere explizit
geldst werden [14]. Bei der Spaltungsgraphik ist die kinetische T(r) und potentielle
V(r) Energie eingezeichnet. Q ist die Potentialdifferenz zwischen Compoundkern und
vollstandig getrennten Fragmenten. Wenn dem Kern zum Spalten eine Anregungsen-
ergie zugefiigt wurde, spricht man von "induzierter” Spaltung. Ansonsten nennt man
eine Spaltung "spontan”. Zum lokalen Minimum bei r = 0 148t sich eine quanten-
mechanische Nullpunktsenergie E, abschitzen. Dieses jst jedoch an sich Thema der
Vibrationsmodelle. — Der Inhalt meiner vorliegenden Diplomarbeit ist die Berechnung
der Massenmatrix M;; fiir das Drei-Kugel Modell mit der Werner-Wheeler Methode.
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Kapitel 2

Der Werner-Wheeler Formalismus

Ein klassisch-makroskopisches Kernmodel wird mit n verallgemeinerten Koordinaten
i, + = 1...n beschrieben. Sie geben die Kernform an und damit auch die poten-
tielle Energie. Um eine vollstindige Hamilton-Funktion zu erhalten braucht man die
kinetische Energie 7. ; M;;¢i¢; . Unbekannt ist die Massenmatrix M;; . Sie 188t sich
aus dem Massenflufl im Kerntrépfchen ermitteln.

Der Massenflul wird durch ein Geschwindigkeitsfeld beschrieben:

v(r) = U(7,y,2) & +vy(z,y,2) - & + vy(z, Y,2) - €,
= (2,0,90) € +v,(2,0,0) - € + v,(2,p,0) - &, (2.1)

Dieses Feld besteht aus 3 Funktionen mit jeweils 3 Variablen. Um es vollstandig zu
bestimmen brauchen wir 9 Relationen. Die erste Relation folgt aus der Inkompressibilitit
der Kernmaterie und der Kontinuititsgleichung:

6.a+§§=o bew. Dl =0 1. Relation (2.2)

Nun beschrinken wir uns auf zylindersymmetrische Formen und gehen auf Zylinder-
koordinaten iiber. Es soll keine Geschwindigkeitskomponente in ¢—Richtung existieren.
Daher wird das Geschwindigkeitsfeld durch zwei Funktionen mit je zwei Variablen be-
schrieben. Dabei sind fiinf Freiheitsgrade verloren gegangen: '

Wz,p) = vl2,p0)-& + vy(2,0)-¢, 2. - 6. Relation (2.3)

Durch eine angemessene Spezialisierung des Geschwindigkeitsfeldes werden jetzt zwei
weitere Freiheitsgrade eliminiert. Man kann beispielsweise fordern, da8 das Geschwindig-
keitsfeld rotationsfrei sein soll und es sich daher als Gradient eines skalaren Potentials
#(z,p) darstellen 1a8t:

Vxé = 0 - 7 = V() 7. - 8. Relation (2.4)

Man nennt diesen Ansatz "Irrotational-Flow Modell” [16]. Die Berechnung der Massen-
matrix M;; aus diesem Geschwindigkeitsfeld geht iiber orthogonale Funktionssysteme
und ist daher rechenzeitintensiv und fiir starke Deformatjonen ungenau.
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| Einen anderen Weg, um zwei weitere Freiheitsgrade zu eliminieren, geht die Werner-
Wheeler Methode [17]. Das Geschwindigkeitsfeld wird hierbei willkiirlich aber in sinn-
voller Weise vereinfacht: Erstens soll die Geschwindigkeitskomponente in 2-Richtung v,
nicht von p abhiingen. Zweitens soll die Geschwindigkeitskomponente in p—Richtung
einfach proportional zu p sein:

UV = vi2,0) & +v,(2,0): 8 — v,(z) & +v,(2,0)-& 7 Relation
= v(2) & +v(20)8 — v(2)-&+p-5,(2)-& B Relation (2.5)

Um den letzten Freiheitsgrad zu eliminieren und das Geschwindigkeitsfeld vollstéindig zu
bestimmen, muB noch die Geometrie des Kernes eingearbeitet werden. Sie ist parame-
trisch durch den Kernradius P(z,qx(t)) gegeben. Die Bewegung wird dabei iiber die
verallgemeinerten Geschwindigkeiten g indirekt eingebracht:

Wz,p) = (20 Pz, a(?))) 9. Relation (2.6)

<y

Mit diesem Geschwindigkeitsfeld 1&8t sich nun die Massenmatrix bequem berechnen.

Da die FluBBgeschwindigkeit eine lineare Funktion der verallgemeinerten Geschwindigkeit-
en sein soll gilt:

v,(2) = oy Ai(z,qk) - s

v(2:) = p T Cilza) d = g Ty Bilza) - ds
Mit g sind einfach alle ¢i gemeint. Man kann anstelle von C; die B; benutzen. Dabei
wird jedoch P(z) an C; dran multipliziert und dann fiir v, wieder wegdividiert. Mir
erschien dieses nicht sonderlich sinnvoll und daher benutze ich im folgenden nur noch die
C; .
Benutzen wir den Nabla-Operator in Zylinderkoordinaten, dann bekommen wir aus der
Kontinuitétsgleichung eine Relation von C; zu A; :

(2.7)

. 0 108 2ol @ 10 - = (0 :
Vo= EU(Z)+;'§5(P'%) =2 (5?4.' + ;3;(.020&)) =3 (3;441 +2 -C.-) ¢i =0

1=] =1
(2.8)
Da diese Bedingungen fiir beliebige ¢; erfiillt sein mu$), erhalten wir:
19
B = =gk (2.9)

Zur Berechnung der A; stellen wir uns eine Flache vor, welche ein Volumen V der inkom-
pressiblen Fliissigkeit umschlieBt und sich mit der Fliissigkeit mitbewegt. Der Betrag
des umschlossenen Volumen ist damit konstant. Die Bewegung der Fliche entspricht
der von der Fliissigkeit. UmschlieBt die Fliche den Kern bis zu einer Ebenen senkrecht
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zur z—Achse, ist die Geschwindigkeit z der Ebene bei einer zeitlichen Anderung von V
gerade das gesuchte v, . Damit erhalten wir die 4; : ’

z b
V(z,q) = w'/n: PY2, q) dz’ bzw. V(z,qe) = W‘/, P2, qu) d?’

-&_t_ - Z =1 Eq:q‘ az x

n 3 b
L2 ?azz' +3 L 0 Mit: b%-(w;/}”dz') = 7P(z) bzw. i(*Jr./‘P"‘ab:" = —nP¥(z)

dv Lo 8T : 188 7 v
= = p=z+§5£(a/pzdzf) i )}=0 #v,(z):—ﬁz;éa(/}’ﬂdz) %

d_t a
| n b " b

Vergleicht man diese Resultate mit der obigen Definition der A; ergibt sich unmittelbar:

b

e ___1___6_3_ r 200 ! o ___1___3_ ¥ L ’
4 = s aqe!P (' @) dz bzw. A = P aq.-,f‘p (', q) d2' (2.10)

Die beiden Bestimmungsgleichungen fiir A; liefern jeweils das gleiche Resultat, daher
wihlt man den Ausdruck mit dem man bequemer rechnen kann.

Zur Berechnung der Massen vergleichen wir die kinetische Energie des flieBenden Tropfen
mit dem Ausdruck der kinetischen Energie fiir verallgemeinerte Koordinaten g

T %" * V= % > M qg;  Mit: @ = v}(2) + v¥(z,p)
Vo 1,J=1
p s £es) n n n n
ki 5"/ / { (X Aid)- (X 4i4) + (b XCidi) - (p Y- Cjg;) } p dp dz dp
0a 0O i=1 i=1 i=1 j=1
n bP(2) 1 n b pe
T= ﬂa.,j::,j b/ {A.'Aj p+CiCj Ps}dpdz'éiéj = -z-frai'jz:ﬂ “/ {Ai/.lj P*+C:C; —2—}dz'q'=’§"j
Nun erkennt man die Massenmatrixelemente:
b 2
My = no [P{ a4 %a-c_,- bz (2.11)

Ist dieses Integral nicht explizit 16sbar, dann kann man es gut mit GauBl-Legendre Inte-
gration numerisch berechnen.




Universitat Frankfurt a.M. 1989 : Wolfgang Renner : Diplom-Arbeit

2.1 Die Behandlung der Schwerpunktbewegung

Beim Berechnen der verallgemeinerten Massen muf$ die Schwerpunkterhaltung beriick-
sichtigt werden. Fiir diesen Zweck kénnte man die Geometrie des spaltenden Kernes im
Schwerpunktsystem definieren. Bei asymmetrischer Spaltung ergibt eine solche Defini-
tion jedoch Schwierigkeiten beim Berechnen der Werner-Wheeler Massen. Der Werner-
Wheeler Formalismus 148t sich beim Dreikugelmodell gut in einem Koordinatensystem
durchfithren, dessen Ursprung im Zentrum einer Fragmentkugel liegt. Dabei ist der
Schwerpunkt eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten g¢; und liegt bei 2, auf

der z-Achse:
b
o 8 g ‘aﬁz _=az,
2 = Vom!P(z)Zdz b= Ta k=0 Q=g

(2.12)
Jetzt kann man die kinetische Energie berechnen und man erhilt dabei die Massenmatrix
MS;; zur Schwerpunktbewegung:

o= 4Mi = M (204) (2@6) = 1S Mssi; My = M@,
i ] i
(2.13)
Dabei ist M = o -VOL0 = o -V, die Gesamtmasse. In dem zum Rechnen passend
gewihlten Koordinatensystem ergibt der Werner-Wheeler Formalismus die nicht schwer-
punktkorrigierte Massenmatrix MK i - Wenn man von dieser Massenmatrix die Massen-

matrix der Schwerpunktbewegung abzieht, erhilt man die gesuchte schwerpunktkorri-
gierte Massenmatrix MA;; = MK,; — MS; .

Um sicher zu sein, da8 diese Art der Schwerpunktkorrektur richtig ist, suchte ich noch
nach einem anderen Weg der Herleitung. Die Werner-Wheeler Massen werden mit der
Berechnung der kinetischen Energie durch Integration iiber das Geschwindigkeitsfeld
erzeugt. Wenn man von der z-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes die Schwerpunkt-
geschwindigkeit abzieht, miiiten sich direkt die Schwerpunktkorrigierten Massen MA;;
ergeben:

v, o U.s_'-én = ZAléi =r Equ-l = Z(Al'_Qt')°q.'i

b P(2) b
T = mrf f((v,—é.)’+v§) pdpdz = Z%/Pz{(fi.-—Q;)(A:‘"QJ)Jr;Cicj}dz*éféj
a 0 L3} a

b 2 b b b
MA,’,‘ =0om PQ{A,'AJ' + P?C.-C',v}dz == a[Q_,-‘:r/P’A;dz + Q;‘T/PaAde e UQ,'Q_,' - P’dz
a a a a

MA;; = MK;; =5 [Q; - VoQ: + Qi - VoQs] +0QiQ; - Vo = MK;; — 0V, QiQ; = MK — MS;;
(2.14)
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Das Einsetzen der Schwerpunktgeschwindigkeit fiihrt zu der oben benutzten Subtraktion
der Massenmatrizen fiir die schwerpunktkorrigierten Massen. Dabei wurden die Integrale
iber P?A; gleich V, - Q; gesetzt. Zur Veranschaulichung davon betrachte man die
allgemeine Definition vom Schwerpunkt und seiner Geschwindigkeit:

M.r, =5 Emi‘ﬁ Mf:.; == Em.f_:: = Em,ﬁ', (2.15)
1 ' L

Die Schwerpunktgeschwindigkeit ergibt sich als Summe der Massen mal ihren Geschwin-
digkeiten. Fiir unser Problem betrachten wir infinitesimale Massenscheiben dm deren
z-Geschwindigkeit durch die A; gegeben sind:

dm = o P¥2)dz v{2) = E&(z)-d,- (2.16)

Die Schwerpunktgeschwindigkeit ergibt sich nun durch integrieren:

b b
M.3 = jdm-u, & farP’dz-ZAiq'; = Zax/P’A.-dz-q,- (2.17)

Mit der Definition der Q; ergibt sich die oben benutzte Beziehung:

b
M-i, = aVoX Q- -¢ — wfpu.-dz = Vi (2.18)

Im Program wird MK,; und MA;; (durch einsetzen der Q;) berechnet. Damit ergeben
sich die Schwerpunktmassen zu MS;; = MK;; — MA;; . Zusétzlich wird auch die Schwer-
punktmatrix MS;; = oV, - Q;Q; ausgegeben. Da beide Schwerpunktmatrizen gleich
sein miissen, erwies sich die Ausgabe beider als ein michtiger Fehlerindikator.

10
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Kapitel 3

Die Geometrie des Dreikugelmodells

Der Spaltvorgang wird beim Dreikugelmodell durch eine Kernform beschrieben, welche
von einem kugelférmigen Compoundkern in zwei kugelférmige Fragmente iibergeht. Das
Massen- bzw. Volumenverhiltnis der Fragmente wird durch die verallgemeinerte Koor-
dinate ETA = 41742 beschrieben. Der Zentrenabstand der Fragmente ist eine weitere
verallgemeinerte Koordinate mit dem Namen DELTA (Fiir ein leichtes Verstindnis vom
Programmcode schreibe ich die jeweiligen Variablen mit ihren Fortrannamen).

Um eine "natiirliche” Form bei kleinem Zentrenabstand DELTA zu erhalten wird ein
Verbindungshals eingefiihrt, dessen Hiillkurve sich durch Abrollen von einer dritten Kugel
auf den zwei Fragmentkugeln ergibt. Die Kriimmung der dritten Kugel ist die dritte
verallgemeinerte Koordinate des Dreikugelmodells und heit CR3 = 2R . Wie im
folgenden Bild zu sehen ist, kann die Kriimmung positiv oder negativ sein. Da es iiblich
und kiirzer ist, werde ich den Verbindungshals nun im folgenden als ”Neck” bezeichnen.

CR3 >0

(SR3 = +4)

|

|

1
2, ;tw
\

|

]

|

(<]

VI PELTA —

CR3¢o (sr3=-4)

;
'
=

Wenn CR3 gleich Null ist, ergibt sich ein konusférmiger Neck. Da die Konusform
lediglich der Grenzfall CR3 — 0 ist, habe ich von einer separaten Behandlung im
Programm Abstand genommen. Die Eingabe von CR3 = 0 bewirkt eine Berechnung
mit CR3 = 0.001 . Man kann durch noch kleinere CR3 die Konusform noch besser an-
gendhert rechnen lassen. Das lohnt sich jedoch nicht, da sich die Resultate kaum &ndern,
die Rechnengenauigkeit aber bald abnimmt. Das Vernachléssigen der explizit behandel-

11
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ten Konusform ermdglicht es, das Programm kompakt und in der Struktur homogen zu
gestalten. Wiirde man den leicht approximierbaren Konusfall explizit behandeln, wire
der numerische Aufwand um ein betrachtliches Ma8l gréer und das Programm deutlich
uniibersichtlicher und linger. Ubrigens lassen sich die Fragmente nur dann vollstandig
trennen, wenn die Kriimmung CR3 gréfer als Null ist.

Bei positivem CR3 gibt es den Trennungspunkt DELTA = DELZS (scission-point) bei
dem die Neckkugel die z-Achse beriihrt und das Volumen geteilt wird. Fiir DELTA >=
DELZS wird die Geometrie eindeutig durch die drei verallgemeinerten Koordinaten
ETA, DELTA, CR3 festgelegt. Fir DELTA < DELZS hat man jedoch noch die
Freiheit R2 in gewissen Schranken beliebig zu wihlen. Man erhilt dabei verschiedene
Geometrietypen, welche insbesondere bei den Werner-Wheeler Massen signifikante Unter-
schiede zeigen. Im folgenden werde ich diese verschiedenen Geometrietypen diskutieren.

3.1 Der Geometrietyp TBM

TBM (Three-Ball-Model) ist die Kernform welche auch K. Depta [18] benutzt hat. Hier-
bei versucht man den Radius des emittierten Fragments R2 moglichst von Anfang an
gleich dem finalen Radius R2F des vollstindig abgetrennten Fragments (ohne Neck-
spitzen) zu halten. Geleitet ist man dabei von dem Gedanken, das die neuen Radioak-
tivititen dem Alphazerfall dhnlich sind und das emittierte Fragment von Anfang an als
System mit spezifischen Stabilitdtseigenschaften existiert.

Zur Orientierung merke man sich folgende Variablennamen und ihre Bedeutung :

1/3 VOLO

R1 = Rl(peLta)  RIF = (£ VIF) VIF = VOLIF = ——(1+ ETA)
R2 = R2(pEtta) R2F = (2v2F)”  V2F = vorar = %(1 — ETA)
(3.)

Der Spaltvorgang findet im wesentlichen in der DE LT A-Koordinate statt. In der folgen-
den Diskussion der verschiedenen Geometrietypen werden ETA und CR3 als konstante
Parameter betrachtet. Die betrachteten Bewegungsabliufe finden also nur in DELTA
statt.

Bei dem TBM-Modell findet man bei dieser DELTA-Bewegung fiinf charakteristische
Punkte als Zwischenschritte :

DELZE : Eine gedachte Fragmentkugel mit Radius R2F beriihrt den Compoundkern

von innen.

DELZH : Die Neckkugel liegt direkt {iber dem hervortretenden Fragment. D.h. Z3 ist
gleich DELTA . Das Kernvolumen rechts von Z3 ist die Hilfte von V2F .

DELZYV : Bis hierhin wurde der Radius R2 = R2F der Fragmentkugel konstant gehal-
ten. R1 wurde durch eine Gesamtvolumenerhaltung bestimmt. Nun hat das Vol-
umen rechts von Z3 das volle Volumen V2F erreicht. Ab nun wird das Volumen
links und rechts von Z3 konstant gehalten. Dadurch wird nun R2 eine Funktion
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von DELTA . Die hier stattfindende Anderung der mathematischen Geometriedefi-
nition zeigt sich bei den beobachteten Sprungstellen der Wherner-Wheeler Massen.

DELZS : Hier beriihrt die Neckkugel die z-Achse. Das Volumen wird in zwei Teile
gespalten (scission point). Nun bewirkt die Neckkugel die Ausbildung von Neck-
spitzen welche den Fragmenten Tropfenform verleiht.

DELZF : Hier entspricht die lichte Weite zwischen den Fragmentkugeln gerade dem
Durchmesser der Neckkugel. Jetzt sind die Fragmente zu glatten Kugeln geworden.
Die Radien R1 und R2 sind nun eben die finalen Radien R1F und R2F .

Das folgende Bild zeigt nun diese Bewegungsphasen. Beim Konusfall und bei nega-
tiver Neckkriimmung wird die Fragmentkugel mit konstantem R2 = ROF solange aus
dem Compoundkern hervor gezogen bis R1 gleich R2F geworden ist. Dieses maximale
DELTA = D,,,, wird im Programm in DELZV usw. gespeichert.

Um spiter das Modell DKM besser mit TBM vergleichen zu kénnen gebe ich hier noch
eine weitere graphische Illustration des Bewegungsablaufes: Die Neckkugel liegt zu Be-
ginn des Spaltvorgangs zentral vor dem Austrittsort des zu emittierenden Fragments.
Wihrend dem Spaltverlauf rollt die Neckkugel um das Fragment herum. Sie bildet dann
den Neck um schlieBlich den Kern zu "spalten”.

11
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Das TBM-Modell ergibt, wie schon erwihnt Sprungstellen bei DELZV . Fiir die Spaltung
2J — MNe + Pb erhilt man beispielsweise folgende Massen (Die Bedeutung von
MKxx, MSxx und MAxx wurde in Sektion 2.1 erklirt. Die Massen sind immer auf
Gesamtmasse = 1 normiert.) :
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3.2 Versuche fiir eine bessere Geometrie

Das TBM-Modell liefert Potentialenergieflichen, welche keinen unmittelbaren Anla8 zur
Kritik zeigen. Wenn man auch symmetrische Spaltung betrachtet, fallen jedoch die
unsymmetrischen Kernformen auf (Wie beim "Neck” nennt man die Kernformen oft
auch ”Shapes”). Das Potential ist auch nicht symmetrisch in ETA . Negatives ETA ist
von der Geometrie her sowieso nur teilweise méglich (Betrachte zu all dem die Bilder im
Graphikanhang).

Beim Berechnen von Werner-Wheeler Massen fallen Sprungstellen bei DELZV auf.
Die Formasymmetrie liefert bei ETA = 0 deutlich falsche Massen. All diese Un-
zuldnglichkeiten geben Anlafl zur Suche nach einer besseren Geometrie:

In dem folgenden Bild sind die Bewegungsabliufe des ersten neuen Modells gezeigt:

Der Spaltproze8 startet jetzt bei DELTA = 0 . Der Compoundkern wird mit einer
gedachten Ebene im Verhiltnis der finalen Volumen geteilt. Die Neckkugel liegt an der
Ebene. Beim Spaltvorgang tritt nun eine Fragmentkugel hervor. Wie gehabt bildet die
Neckkugel einen Neck. Der Radius R2 der Fragmentkugel wird so gewahlt, daB das
Volumen rechts vom rechten Neckende (d.h. rechts von C2) gleich V2F bleibt. R1
ergibt sich aus der Gesamtvolumenerhaltung. Auch bei diesern neuen Modell gibt es
einen speziellen Punkt DELZH . Hier fillt die Volumentrennfliche mit Z3 zusammen.
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Um ein volumenkorrektes Verhalten bei DELZS zu bekommen muB dort Die Volumen- -
trennfliche mit Z3 zusammen fallen. Daher liegt es nahe, bei DELZH den Ort der
Volumentrennfliche von C2 nach Z3 umzudefinieren. Bei positivem CR3 ist das neue
DELZH kleiner als bei TBM. Beim Konusfall ist es kleiner als das Dyee von TBM. Um
auch lingere Konusformen zu erméglichen wiire hier ein Definitionssprung zu gesamtvol-
umenerhaltener Zylinderform nétig. Bei negativem CR3 hitte DELZH die Form wie
in Skizze (d) im Bild unten. Hierbei kénnte fiir viele Situationen das Gesamtvolumen
nicht erhalten werden. Die Kernform wire auch recht seltsam. Um sinnvolle Resul-
tate zu erhalten mu man einen Definitionssprung bei D,,,» éhnlich wie beim Konusfall
einfithren.

Dieses neue Modell erfiillt immerhin die ETA-Symmetrie Forderung. Meine Hoffnung
dafl die Definitionsspriinge kleinere Sprungstellen der Werner-Wheeler Massen bewirken,
erwief sich leider als unbegriindet. Daher habe ich dieses Modell verworfen und nach
weiteren Moglichkeiten gesucht:

Die folgenden Skizzen sollen die Probleme dabei illustrieren.

)

Bei dem oben beschriebenen ersten Versuch, eine neue Geometrie zu finden, muBte ein
Definitionssprung bei DELZH eingefithrt werden. Um zu verhindern, da8 die Volumen-
trennfliche Z3 iiberquert, kénnte man die Trennfliche bei C1 lokalisieren (Skizze (a) ).
Hier hat man jedoch keine natiirliche Méglichkeit Z3 zum Trennflichenort werden zu
lassen. Weiterhin braucht man zumindest ein Volumen V2min um das Neckvolumen
zwischen C1 und Z3 zu fiillen (Skizze (b) ). Dies verbietet starke Massenasymmetrie.
All das 148t diesen zweiten Versuch schon im Keim scheitern. .

Beim dritten Anlauf, dachte ich mir folgendes: Man kénnte die Trennfliche ja auch in
den Neck legen, also zwischen C1 und C2 (Skizze (¢) ). Auch hier mu8 die Trennfliche
beim Spaltpunkt DELZS bei Z3 liegen. Wiirde man sie in die Mitte zwischen C'1 und
C2 legen (z,.), wiire das bei ETA # 0 nicht erfiillt (Skizze (e) ). Man kénnte nun noch
versuchen andere Méglichkeiten zu finden, die Trennfliche so in den Neck zu legen, da
die Forderung am Spaltpunkt erfiillt wird. Dieses wire dann eine kompliziertere Funktion
der Geometrie, welche ja gerade erst mit einem diffizilen N ullstellensuchprozess bestimmt
werden mufl. Auch die Berechnung von DGNDX (siehe Anhang IIa) wiirde durch eine
entsprechende Z3-Funktion betrachtlich erschwert. In Anbetracht dieser Probleme gab
ich auch diesen dritten Versuch auf. Es ist jedoch zu bemerken, das die Untauglichkeit
dieses Ansatzes nicht wirklich bewiesen wurde.
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|

3.3 DKM bzw. Erfolg beim vierten Versuch

(DKM = Drei-Kugel-Modell) Beim Modell TBM wurde der Fragmentradius R2 mog-
lichts von Anfang an gleich R2F gesetzt. Dadurch ergab sich die Asymmetrie in ETA .
Um diese Asymmetrie bei den neuen Modellen auszurdumen, versuchte ich die Volumen
von Anfang an im finalen Verhiltnis zu teilen und bekam Jje nach Lage der Trennfliche
verschiedene Geometrien. Der Definitionssprung beim ersten neuen Modell produzierte
wieder die unerwiinschten Sprungstellen bei den Massen. Um diese Sprungstellen zu
verhindern scheint es daher unumgénglich zu sein, die Geometrie vom Anfang bis zum
Spaltpunkt glatt in einem Stiick zu definieren. Ganz allgemein gilt die Forderung, da8
Z3 zum Spaltpunkt DELZS hin, zur Trennfliche der finalen Volumen werden mu$.
Mein vierter Versuch war daher von dem Gedanken geleitet, dal Z3 von Anfang an als
Volumentrennfliche dient. Kurz vorm Spaltpunkt liegt Z3 auf jeden Fall zwischen C1
und C2. Da jetzt die Forderung besteht, da8 die Geometrie vom Anfang bis DELZS die
gleiche Definition haben soll, mu schon am Anfang Z3 zwischen C1 und C2 liegen.
Damit ergibt sich ein Bewegungsablauf fiir DKM wie im folgenden Bild gezeigt:

5 S !
v
-‘—-———ﬂﬂ.l"-——ﬂ

Der Spaltproze8 startet mit DELTA = 0 und Z3 — 0 . Die Neckkugel liegt oben auf
dem Compoundkern, dessen Volumen VOLO von Z3 halbiert wird. V2 ist jetzt eine
Funktion von DELTA , welche von VOLO0/2 nach V2F glatt {ibergehen mu8. Um auch
ein glattes Verhalten am Spaltpunkt zu erreichen muB dort die DELTA-Ableitung Null
werden. Wie beim dritten Versuch muB die Volumentrennfliche immer im Neck liegen.
Dort sollte der Trennflichenort aus der Geometrie, bei konstanten Volumina, ermittelt
werden. Hier muBl die Funktion von V2 so gewidhlt werden, da Z3 immer zwischen
C1 und C2 liegt. Durch diese Vorgehensweise wird insbesondere die Berechnung von
DGNDX handhabbar einfach gehalten.
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Als Volumenfunktion bietet sich als einfachste Méglichkeit eine Parabel folgender Art °

an .
= 2
Vo(DELTA) = YOLO (1 o fiyoc SQBIEA = DELZS) }-ETA) (3.2)
2 DELZS?

Diese Funktion ist glatt und hat eine verschwindende Ableitung am Spaltpunkt. Um zu
priifen ob Z3 im Neck bleibt, kénnte man diese Funktion im Programm testen. Man
kann sich diese Arbeit jedoch mit folgender Abschiitzung sparen: Zu Beginn der Spaltung
mufl V2 so langsam abnehmen, da Z3 immer links von C2 bleibt. Fiir hinreichend
kleines DELTA (im Bild unten D) wirkt jedes CR3 wie der Konusfall.

b=
L]
- _,’
V2, 5
R
& /1 e
DEL2s DELTA

Fir ihn gibt es ein V24(D) . Um die gegebene Z3-Bedingung zu erfiillen muf V2
langsamer abnehmen als V2 . Aus der obigen Definition von V2 erhalten wir direkt
die Ableitung nach D :

dv?2 VOLO - ET “R3.ET .
dv2 = eiciotd . GREIA  wo BE.ERY (3.3)
dD | . DELZS DELZS 2 3 DELZS
Fiir die Ableitung von V2 gilt :
A= 2 deg - dV2H dR _ 2 dR
Vou = <= dD =~ 4R 4D =~ "R 33

Die Ableitung 4B 158t sich mit dem Satz fiber implizite Funktionen und dem Gesamtvol-
umen VOLO(R(D),D) = xR* (4R + D) berechnen :

drR ( ovoro\™ avorn 1 B R
dD = 3R oD~ 4xR?+2xRD """ T TiR+2D
16
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ivl.. = = i |, = ¥R —4) = —3RF (34)

Mit diesen Resultaten fithrt die Forderung da V2 langsamer abnehmen soll als V2u ,
direkt zur Bedingung DELZS > £.R-ETA . Da diese Bedingung nicht immer erfiillt
wird, ist dieser Parabelansatz unbrauchbar.

Als néchstes versuchte ich es mit einer kosinusartigen Funktion fiir V2 . Sie ist in dem
Graphen des vorigen Bildes als durchgezogene Linien skizziert (Die gestrichelten Linien
gehoren zu dem verworfenen Parabelansatz) und in der folgenden Formel gegeben :

VOLO 7+ DELTA
_ e i 2e AR L R 5
V2 5 ( 1 { =3 (1 + cos ( S ) ) } ETA ) (3.5)

Die DELTA-Ableitung dieser Funktion ist, aufgrund des auftretenden Sinusterms, im
Ursprung und am Spaltpunkt gleich Null (siehe Anhang Ila). Die obige Abschitzung wird
demnach erfillt. Also programmierte ich dieses neue Modell und gab ihm den Namen
DKM. Es zeigte sich da Z3 immer schén im Neck bleibt und die ET A-Symmetrie
Bedingung problemlos erfiillt wird. Auch die Massen sind nun glatte Funktionen ohne
Sprungstellen. Das folgende Bild zeigt diese DKM-Massen fiir den gleichen Spaltprozess
der bei den TBM-Bildern gezeigt wurde:

800 |

600

400 |

Y= MASSEN

200 |-

22

Sie sind zum Teil etwa fiinf mal gréfer als beim Modell TBM. Das liegt daran, da DKM
mehr Masse zum FlieBen bringt.

Ich schaute mir dann auch die Potentialenergieflichen von DKM an und entdeckte ein
seltsames Tal bei CR3 = 0 . Fiir grofiere DELTA geht es jedoch in den ansteigenden
Potentialriicken iiber. Es gibt also keinen “Schleichweg” um die Potentialbarriere herum.
Daher kann man das Tal als unbedeutend und harmlos ansehen. (Siehe Graphikanhang).

Weiterhin ist nun der Radius R2 am Anfang gleich dem Radius des Compoundkerns
(RR). Daher wird die Vorstellung eines Fragmentteilchens éhnlich dem Alphateilchen,
nicht mehr beriicksichtigt.
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Vergleich der schwerpunktkorrigierten Massen von TBM und DKM fiir die Reaktion
B — *Ne + 28Pp mit CR3=0.2 :
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Die betrichtlich gréeren Massen von DKM schienen mir im ersten Augenblick unwahr-
scheinlich, wegen dem Gedanken, da8 die Natur unnétigen Aufwand bei dem Massenflufl
vermeidet. Untersuchungen von J.R. Nix [7] fiihrten jedoch zu dem Resultat, das der an-
nihernd rotationslose WW-Flu8 im Vergleich mit dem Experiment auf zu kleine Massen
fiihrt. Um gréBere Massen zu erhalten, forderte er daher, daB der MassenfluB entweder
rotationgbehaftet oder viskos sein muBi. Nun erhalten wir das interessante Resultat, daf

_geringe Anderungen der geometrischen Parametrisierung auch zu erheblichen Massen-
unterschieden fiithren kénnen.

3.4 Gibt es noch andere Méglichkeiten ?

Das alte TBM Modell liefert Potentialenergieflichen ohne das seltsame Tal von DKM.
Die Vorstellung des vorgeformten Fragments wird beriicksichtigt. SchlieBlich hat es die
kleineren Massen. Da mit dem Drei-Kugel Modell insbesondere stark asymmetrische
Spaltung untersucht werden soll, ist das Symmetrieproblem von TBM ansich nur ein
kleinerer Schonheitsfehler. All dieses dréngt eigendlich danach, da8 man einfach die
Sprungstellen von TBM etwas ausglattet. Das wiirde bedeuten, da man den Definitions-
sprung bei DELZV irgendwie glatt interpoliert. Nach all den gemachten Untersuchungen
scheint eine entsprechende Neudefinition der Geometrie Jjedoch ziemlich aussichtslos.
Das Drei-Kugel Modell ist ein Modell, welches die Natur nur approximieren kann. Daher
kann man die Massen auch nicht als prozentgenaue Realititen ansehen. Es wire daher
véllig legal, die berechneten Massen durch mathematisches Interpolieren entsprechend
zu "schonen”. Ich versuchte es und stellte dabei fest, daB einige Massenspriinge und
die jeweiligen Steigungen eine sinnvolle Interpolation kaum erméglichen. Eine passende
Interpolation wiirde die Massenkurven erheblich verindern und daher unphysikalische
Information produzieren.

Letztlich kann man sich noch in der Verzweifelung fragen, ob die Spriinge iiberhaupt
so schlimm sind. Ein rollender Waggon, auf den ein Gewicht fallt, ist auch ein System
mit Massensprungstelle. Die berechneten Massen sollen bej einem Pfadintegralprojekt
von Herrn H. Klein und bei WKB-artigen Rechnungen von Herrn R. Herrman benutzt
werden. Bei diesen Projekten taucht die Massenmatrix in Integralen auf. Daher diirften
die Sprungstellen an sich harmlos sein.

Allgemein ist noch zu bemerken, daB das Modell DKM fiir eher symmetrische Spal-
tung geeignet ist und das Modell TBM insbesondere zur Beschreibung der stark asym-
metrischen Spaltung sinnvoll ist.
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Kapitel 4
Die potentielle Energie

Zur einfachen Berechnung der Kernbindungsenergie kann man ein Trépfchenmodell wie
die Bethe-Weizsicker-Formel verwenden. Ein solches makroskopisches Modell liefert gute
Durchschnittswerte. Um die Eigenschaften der einzelnen Nuklide zu erhalten muf man
jedoch erheblich aufwendigere mikroskopische Rechnungen durchfiithren (quantenmecha-
nische Schalenkorrekturen).

In meinem Programm ist ein einfaches "LDM” und ein verfeinertes "YPE” Tropfchen-
modell implementiert. Diese Kernpotentialmodelle wurden auch schon von K. Depta
programmiert [18]. Dieses Programm war jedoch fiir eine Erweiterung ungeeignet und
daher schrieb ich auch den Potentialteil komplett neu. Ich benutzte die gleichen Massen-
formeln mit gleichen Konstanten, wodurch sich eine gute Testmdglichkeit ergab.

4.1 Das verfeinerte Trépfchenmodell

Bei der klassischen Bethe-Weizsicker-Formel wird die Energieéinderung bei Verformung
nur durch die Anderung der Oberflichen- und Coulombenergie beriicksichtigt. Bei dem
folgenden verfeinerten Modell wird der Oberflichenterm durch das Yukawa-plus-exponen-
tial Potential ersetzt (siche Anhang Ib). Weiterhin wird die Coulombenergie mit einer
Randunschérfenkorrektur erweitert (siehe Anhang Ia). SchlieBlich kommen noch einige
kleine Korrekturterme hinzu. Diese Massenformel wurde von P, Méller und J. R. Nix in
Nuclear Physics [19] veroffentlicht und in allen Termen ausfiirlich diskutiert.

Sie hat folgendes Aussehen:
My = 7.289034 MeV

E(Z, N, Form) = My-2 + M,.N M, = 8.071431 MeV Masseniiberschuf§
—a, (1~ g 1?) = A a, = 16.0053 MeV  «, = 1.959 Volumenenergie
a, = 21.14 MeV verallgemein.
ﬂ,(]. = it F) dsrldarg If_"] = 'F;]I =159l K, =24 Yuka.wa—plus—
+ ) _/ o (2_ ) £ i
8n2rgad g7 Im—n ay a, = 0.68 fm exponential
ro = 1.16 fm Energie
+ 1( Ze )2 /’ d’rid®r, scharfe Coulombenergie
\xps P |71 — 73| " R Radius des Compound Kern
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( aq = 0.7000357 fm )

- o |-
- %("Zﬂ ){//M (1 + k.-1-—--£l) e % Oberflichendiffusitits
s& L n-nl a4 Korsektus
2 74/3
o= ;i.(_s_)a‘r 2 62 Austausch-Coulombenergie
\ox R
+ W - |I| I = N; 4 W = 34 MeV Wignerenergie
r2e? Al 1/3 1
- [ - B+ e L k= ()L —osm
Protonen Formfaktor
+ co-A° co = 6.4 MeV AO-—Energie (4.1)

Der Masseniiberschu-Beitrag ist keine physikalische Bindungsenergie sondern lediglich
eine Normierung auf C'? als Nullpunkt. Diese Normierung ist nicht immer sinnvoll. Sie
hat auch keinen EinfluB auf relative Bindungsenergien wie die Spaltbarriere.

4.2 Die Rechnungen zur scharfen Coulombenergie

Die formabhéngigen sechsfachen Volumenintegrale werden nicht direkt wie in der Massen-
formel angegeben integriert. Zum Einen lassen sie sich zu numerisch giinstigeren zwei-
fachen bzw. dreifachen Integralen umformen. Zum Anderen soll die Ladungsverteilung
der Spaltprodukte beliebig sein. Das Coulombintegral wird zu folgendem zweifachen
Integral umgeformt (siehe Anhang Id) :

' z Pry P Ze 2 77
B = :1('%‘;_3)2‘_[!],:-_:1:%:,’ - %(?;'ﬁa_)zlzf'c(zhzz) dzydz; (4.2)

Fiir den Kugelfall 148t sich das Integral explizit 16sen. Man erhilt dann :

_ _ g(Ze)’
E. = Ecovo = s

2
= covrLko-Z?. A~V3 COULKO = g% = (.744815
0

(4.3)
Das doppelte Integral iiber die z-Achse wird in drei Teile zerlegt. Mit dieser Zerlegung
erhilt man fiir DELTA > DELZF explizit die jeweilige ”Selbstenergie” der Frag-
mente und einen Wechselwirkungsterm. AuBerdem kann man mit djeser Zerlegung die
gewinschte Freiheit in der Ladungsasymmetrie wihrend des ganzen Spaltablaufes er-
reichen.
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2y Z, Z3 Zy
BC11 = vFakc f j FC(z1,23) dnydz;  BC12 = vrakc -2 / / FC(z, 2;) dnydz,
. Za Z3
Zy 2y 5
BC22 = VFAKCé/é/FC(zl,zg) dz1dz, VFAKC = Sn RS (4.4)
3 L3

Die Funktion FC(z,2;) wird in Anhang Id vollsféi.ndig hergeleitet. Sie sieht folgen-
dermaflen aus :

K —-2D dP? dP?
FC(Zl, Zg) = { P]Pg (2 (P12 + Pzz) e (22 - 21)2 + %(3’3 - Z]_)(Fi' e dz: ))
Pip: 2 dP} 5 dP? 1
* K‘(_3"+[P1 +%(22—31)E;;]'[P2‘%(32"21)‘3'3;‘]) 'a_,
0, = J(A+P)+(za—2n)? FC(z,z) = $PYz) (4.5)
Die Ausdriicke K und D ergeben sich aus den vollstindigen elliptischen Integralen :
! & 4P, P
(k) = [ oz ot
2 \/ 1 — k?sin®*(a) %
K—E i 2

D=

E(k?) = f V1 - k?sin%(a) da

k2

Aufgrund der speziellen Wahl des Vorfaktors VFAKC kann man mit den relativen
Ladungsdichten p;/p, und der Coulombenergie des kugelférmigen Compound Kern
ECOUO0 die sich ergebende Coulombenergie folgendermaBen erhalten.

2 2
E. = Ecou = Bcove- (% Bon + 25 BC12 + 3 BO22) (4.6)
L] 0

Diese Darstellung hat den zusitzlichen Vorteil, da8 sie problemlos auch mit empirisch
gefitteten Coulombenergiekonstanten verwendet werden kann. Diese Konstanten gehen
lediglich in den Kugelausdruck ECOUO ein. Bei dem einfachen Tropfchenmodell LDM
wird davon Gebrauch gemacht.
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4.3 Coulombkorrektur der diffusen Oberfliche

In Anhang Ia wird gezeigt, wie man eine Ladungsverteilung mit diffuser Oberfliche
durch Faltung mit einer Yukawa Funktion erreichen kann. Dabei entsteht lediglich
ein additiver Korrekturterm zur Coulombenergie der homogenen und scharf begrenzten
Ladungsverteilung. Dieser Korrekturterm ist durch folgendes Integral gegeben :

Ze \2{ [drid® 12 Ze 2 17
€ ria-r; T —as
B = ) [[ o 0 5o = ralgg)' [ [ PO dnds
vv ZaZa
T2 = 'F.l?' == ’171——-1':.2' = \/P12+P22+(22—21)2“2P1P2 cos @ (4.7)

Die obige Umformung des Volumenintegrals zu einem z-Achsen Integral ist eine Spezial-
isierung der allgemeinen Umformung von Volumenintegralen zu Oberfliachenintegralen.
Der Formalismus dazu wird in Anhang Ic beschrieben. Die allgemeine Form der ober-
flichen transformierten Coulombkorrektur ergibt sich zu :

AEC - fzi( Ze )iff [d31-r11][dgg'flzl {2a4r12—503+(503+3adr12+‘21'r?z ) e-_“l:}}

T S S
(4.8)
Fiir den zylindersymmetrischen Fall ergibt sich die Funktion FD(zy,2;) zu:
2w = -
S1 - 712)[S2 - 7 -1z
FD(zh 32) = —/ [ 2 ?"1::."[ - 7'12] {2057‘12 e} 5{13 +(503 + 36!@ ri2 + %rf,)e %d } dv
4 12
4 " dP? dP}
[S] . ?‘1-2][§2"l'12] = — [Pf-’- %(Zg -— 21) s SN Pngcos:p] [P:__ %(22 _— Zl) —2. P]Pg Ccos tp]
dzl dzg
(4.9)
Wenn z, gleich z, ist, erhélt man den Diagonalterm von FD(z,z) :
2r Ryz
FD(z:) = } | {2a,, Ri; — 50} + (5a3 + 3a4 Ry + 1 R, ) €™ o } di
0
Rz = |fA(z)-m(z)| = Pz)-2 sin(-“-ze) (4.10)

Fuer eine Kugel mit dem Radius R 148t sich der Integralausdruck explizit 16sen und wir
erhalten die Energiekorrektur fiir kugelfsrmige Ladungsverteilung mit unscharfen Rand :

2 2 3 iR
- 1_15 E) n(i‘.ﬂ) _E[ g(ﬁ) (ﬁ (ﬂ) ] -1
DCOO = 1 3(R+8R 1 11+3(5)+7(5) +1(%) | e

2 2
AE. = EDCO0 = -ﬁ’;g-f-‘i.pcoo (4.11)
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Wie schon bei der Coulombenergie wird das doppelte Integral iiber die z-Achse in drei
Teile zerlegt :

23 Z3 Zy 2y
BD1] = VFAKD//FD(z;,z;)dZIdZQ BD12 = vmxn-Z/[FD(zl,zg) dz,dz,
Zu Z,, za Zﬂ
22 2
= = 4.12
BD22 = vrakp j / FD(z, 2;) dzydz, VEARD = rome s (610)

Z3 Z3
Schliefilich erhalten wir aus diesen Termen, den relativen Ladungsdichten und der Kor-
rekturenergie des kugelférmigen Compound Kern einen allgemein giiltigen Ausdruck fiir
die Coulombkorrektur :

2 2
AE. = EDCO = EDCOO0-(%BD11 + 282BD12 + ZBD22)  (4.13)
Po Po Po
Die Darstellung der Energien mit Hilfe der Bzl11, Br12, Bz22 ermdglicht ein leichtes
und schnelles Berechnen beliebiger Ladungsasymmetrien. Man kann die drei rechenzeit-
intensiven Bz.. auch gut auf Magnetplatte abspeichern. Aus diesen abgespeicherten drei
GroBen lassen sich die Energien dann schnell rekonstruieren.

4.4 Das Yukawa-plus-exponential Potential

Im Anhang Ib wird das Yukawa-plus-exponential Potential mathematisch hergeleitet und
physikalisch begriindet. Es ist eine Art bessere Oberflichenenergie. Hier wird nun der
realisierte Weg fiir die numerische Berechnung gezeigt. Er ist vollig analog zur Rechnung
der Unschﬁrfenl_c’orrektu_{ von der Coulombenergie. Entsprechend werden die Gréfien
r2, By und [S; - 73][S; - 712) nicht noch einmal angegeben.

LA

3 CP CP L L -
E'y = c // ra-ry (2—%)6 o = O /fFY(z,,z,)dz,dz, (4.14)

8x%rdad r = Axrigl
0 v Vv 12 0 ,Z. Z

Oben wurde wieder der spezialisierte Fall angegeben. Die allgemeine Form der oberflich-
en transformierten Yukawa-plus-exponetial Funktion ist :

= Cy [d.g]f_".u][dggﬂg] { 2 9 3 _'_'.I.'l}
T 8r?raal f Sf e 2a, — (24} + 24,12+ 15, ) € (4.15)

Fiir den zylindersymmetrischen Fall ergibt sich die Funktion FY(z,,2,) zu :

Sy - 712][S2 + 712
4

2r
FY(2,2) = —/[Sl
0

2 2 g =
{2“1'“—(2(1,"'203,1‘12"‘1'12)8 *}dap (4.16)

T2
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Wenn 2, gleich 2, ist, erhilt man den Diagonalterm von FY(z,2) :

i R
— bl
FY(s.2) = }f{za;— (202 + 20, Riy + B2, ) €™ }dlp (4.17)
0

Fiir eine Kugel mit dem Radius R 1a8t sich der Integralausdruck explizit 16sen und wir
erhalten die Yukawa-plus-exponential Energie fiir eine Kugel :

SUR0 = 1—-3(%)2-}.(£+1).[2+3(%)+3(%)’]e—§f

Ey, = ESURO = ¢,. A**. SUR0 ¢, = CSNO = a,(1 —x, - I?) (4.18)

Um einen stetigen ﬁbergang der ladungsasymmetrie abhéingigen Oberflichenkonstanten
¢, vom Compount Kern zu den Fragmenten zu erreichen wird das doppelte Integral iiber

die z-Achse auch hier in drei Teile zerlegt : .
Zy Zy 2y 2y
BY11 = VFAKY//FY(Z], 2'2) dzld22 BY12 = VFAKY - 2 /FY(zl, Zg) d21d22
zn Zy - z‘.l
Z 2 1
BY22 = vraxy j / F¥ (e, ) doyds VFAKY = — R sim (419

Zy Za
Nun erhalten wir wie gehabt den allgemeinen Ausdruck fiir dje Yukawa-plus-exponential
Energie. Sie kann nun auch fiir beliebige Oberflichenkonstanten schnell aus den drei
GroBen BY.. gebildet werden :

Ey = ESUR = ESUR0-(CS$11.BY11 + C512. BY12 + CS22-BY22)

CSN1LOSN? g CSN1.CSN2 > 0

— CSN1 _ CSNo _
CS11 = gim 0512_{_@ CS522 = G3M2

SSNG fiir csn1.csn2 < 0

Die Koeffizienten CSN1 und CSN? werden genauso berechnet wie CSNO . Es wird
dabei jedoch die jeweils giiltige Ladungsasymmetrie I} und I, benutzt.

4.5 Das einfache Tropfchenmodell LDM

Dieses Modell wendet die Bethe-Weizsécker-Formel auf verformte Kerne an. Das heifit
nur Oberflichenenergie und Coulombenergie bilden die Spaltbarriere. Da die Ladungs-
asymmetrie beriicksichtigt wird, triagt die Volumenenergie und der Wignerterm jedoch
auch zur Bindungsenergie beim SpaltprozeB bei. Im iibrigen wurden keine Paarkraft-
terme eingefiihrt, weil sie zu den mikroskopischen Beitrdgen zihlen und daher hier nicht
behandelt werden. Das Modell LDM beruht nun auf folgender Massenformel [20] :
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a, = 15.4941 MeV :
E(Z, N, Form) = — g4, (1-%,-1?) .- A n: — 1.7826 Volumenenergie
+a,(1-x,-I?). 423 (ESURO) %= 179400 MV Oberflichenenergie
K, = 1.7826
+ couLko - Z* . A~V/3 (ECOoU) COULKO = 0.7053 Coulombenergie
~ 7.~ 81l I = N2  Wignerenergie (4.21)

Die Coulombenergie wird mit dem neuen ECOUO genau wie fiir YPE gezeigt berech-
net. Die Oberflichenenergie wird einfach aus der geometrischen Oberfliche des Kerns
berechnet :

8511 = 571?;{}21’-(1+K031)+R3 [ps(arcsin(ﬂﬁﬂ)—arcsin(ﬂgﬂ)) —SR3- (U1 -Cl)]}
BS22 = -2—}15{R2’-(1+xosz)+R3 [pa(a.rcsin(m,‘aﬂ)—-a.rcsin(%)) —SR3.(C2- U2)]}
ESUR = ESUR0-(CS11-BS11 + C§922. BS22) (4.22)

Die Koeffizienten CS.. sind genau wie weiter oben definiert. Die GréBen BS11 und
BS522 sind in ihrer Definition ansich abhéngig von DELTA .

Dies gilt auch generell fiir die relativen Ladungsdichten der Coulombenergie und fiir die
ganzen Korrekturterme (besonders bei YPE). Doch wer sich fiir diese Details interessiert
mufl das Programmlisting studieren.
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Anhang Ia

Die Berechnung der Coulombenergie mit diffuser Oberfliche

Mikroskopische Betrachtungen und auch Meldaten fordern eine diffuse Kernoberfliche.
Bei Kugelform 148t sich eine diffuse Abnahme der Ladungsdichte mit einer Woods-Saxon
Funktion erreichen:
ek o4
gr) = ¢ . [1+e ¢ ]

Dieser Ansatz fiihrt jedoch auf Schwierigkeiten, wenn man beliebige Kernformen behan-
deln will. Elegant und problemlos erzeugt man eine Ladungsdichte mit diffusem Rand
durch Faltung mit einer Yukawa Funktion iiber eine homogene Ladungsdichte in Kern-
form:

RDSAVA v

% g 2 schearfes Keruvelu,
ftr,) = .ff € dr = 0 9 3 men
i {,.gq._’_'p:__ E’} 2 5 3(”3 '}.})d’i

'

v A = vusdrarfe Paraweofer

Mit der Yukawa Faltung 148t sich nicht nur eine Oberflichendiffusitit erzeugen. Ebenso
kann man damit ein Kernpotential fiir beliebig geformte Kerne erhalten:

" -lIf,- ;1 /a
4Tt ) E ) /] = Keruforus
Z

Fiir ein kugelférmiges Volumen 1aBt sich dieses Integral explizit 16sen:

r< R

R
R “a  siuh(V/a)
Ut = U [1-(4+5) € _”/:.—_]

Y R = Kerwradiws

£ r > R
e

UQ(PJ = - U' [ -i—- cosly {%) - SJHL(ER_—)J s

Plotet man dieses Potential zeigt sich eine groBe Anlichkeit mit einem Woods-Saxon
Potential.
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Um die Coulombenergie zu berechnen verwenden wir die oben definierte Ladungsdichte:
- - 3
§w) = g vj g(lr,--r;. 1) o 4

Diese Ladungsdichte wird nun in das bekannte Coulombenergie Integral eingesetzt:

‘1 - = i
£ - 'f“ “ m:)::;,) } %ﬂﬂ’%&ﬂd%ﬂi 7z A=Y 90,7
= vy o o8 i

Das bekannte Faltungstheorem kann auf drei Funktionen erweitert werden:

¥ o R
ffai,xf;‘ (7-t)-f(R-R)-fln-5) = (a1) fa’k f,00-£,(-K)f (k)€ " “

Fiir fi nehmen wir den Abstandsbetrag und fiir f, bzw. f3 die Dichtefunktion:

f.(7-%) =,—:'-'-T 3 fo - IE. L

A 1 .

41 1
{'er)""& (J -+ q,‘k‘}

.-.

fa(F=F) = 907-F1) 3 f,00 = g0x)

23

Mit diesen fouriertransformierten Funktionen und dem obigen Faltungstheorem ergibt
sich die Coulombenergie zu:

1';'{;';:-)
E. =¢r———f/dr.lv fal 4—1 97’1:)-6 :

Das hintere Integral {iber das unendliche Volumen 148t sich aufgrund der Rotationssym-
metrie von g(k) auf eindimensionale Form bringen:

® 147 o

Mt

k-F Tkt cos
JJk O ﬂ f) € dpdose kdk = zrffag[' Ty m = 3| )k sufir) dk

[ ]
0-40 L
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Damit erhalten wir nun fiir das Coulombintegral:

o @ - —
& gtifrdl 2 2 203 3 tkih—n]
% ([dvdre NOR) 5 i o S ((dndh 1 [ e
E =(W -:jfd'—._ o Jk 5 k_}r__ l . — — o w—
< ) zvv “;__E’n k f“( 1 5) Trvu “:‘q, 2 k(l'f"ﬂ‘k' -
-

Das k-Integral kann nun mit komplexer Contourintegration gelést werden.

2P
Y @ [_E_._____
2(4 +¢’z'}" dz

-

Dabei wird k — z komplex gewihlt. Mit dem Residuensatz gilt:

; . 2 :
L. = I +1, "'In = i Res 2, Pole; 2,20, 28,=2,2--%

Mit dem Lemma von Jordan gilt fiir das Integral iiber den grofien Bogen Ig =0 .
Pol bei z; wird umschifft. Das Residuum von 2z ergibt sich zu:

re
d § ot oo g0, 48] 5
Rok, mglostrms] v -fuegl)es

Mit z =¢-€" und dz =ie- e ergibt sich fiir das Integral I, :

e 4 i"‘¢;’ . £=0 %
e e . i - e -
-3 (.Y - . - - _,c_ = -
Ie Zlrea) 2 fh‘(‘,"““,‘.:’); W’(:’ = /-f dp ]
T w s

Damit ergibt sich nun fiir das gesuchte Integral I :

-I-' %
I = 2ri ResZ*-If = —-:‘v{4+;’-%).¢ v i
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Setzen wir dieses Ergebnis in den Ausdruck fiir E, ein erhalten wir:

dr, dr, 4 IF ..H —lf-—i':lfa.
E, #f/“’_” b[-h‘?’—#"(«f jre ]

Die Coulombenergie ergibt sich damit als Summe eines Terms fiir scharfe Oberfliche plus
einer Korrektur fiir die Diffusitit:

1 1 3
E, (suarf) = B f/ dr. dr,
. v ”;" F:.]

fdf;.dr,, L2 EEL ) R
,r"t, » & i

Fiir ein kugelformiges Volumen mit Radius Ry lassen sich die Integrale explizit 16sen:
2
Ec[.fclurf) = % z az/ R,

13, 2

2 _l& 3
R (B %1 I DA PR EZ LD ]}

Die doppelten Volumenintegrale lassen sich zu doppelten Oberflichenintegrale umformen:

2 - - =
. S5 4h s (h-R)][d5(F-F)
E, (sclarf) = - fjg T F] ]
s

2 _IE-R)

l)-e ﬂ-.}

wxl

-—5 * (B« IF.~ rJ+ln—
2a

[45,-(7-F))[ 45 (- -7)]
- £
W) o

Es fallen dabei zwei Integrationsdimensionen weg. Die numerische Integration wird dem-
entsprechend einfacher.
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Anhang Ib

Yukawa-plus-exponential Oberflichenenergie

In der Bethe-Weizsacker Formel wird der Anteil der Kernkrifte zur Verformungsenergie
lediglich mit dem Oberflichenterm beriicksichtigt. Die Kernkraft bei elastischer Streu-
ung kann garnicht beschrieben werden. Als Abhilfe kann man die Kernkraft mit einem
Ausdruck analog zur Coulombenergie beschreiben. Wir benutzen hierbei jedoch eine
kurzreichweitige Yukawafunktion:

A V2 kugel : 2

_ [ y 3 = 2R Ll 1 -=

Eylac) = - hrzrza'rﬁe- didy = -E%{'?: +R-a +(amn)-e * ]
L]

=
I
P
S
P~}
e 4

In dem Ausdruck fiir die Kugel findet man unter anderem einen Volumenterm und einen
in R quatratischen Oberflichenterm. Um die Volumenenergie separat mit einer eigenen
Konstante behandeln zu kénnen, wird der R®-Term wegaddiert:

. o 2 k, 2 Cs 3 Fe
b l3E] - -3 - 3T GA et sih
'; GI.I'. 3 5

2t Kuﬁl Cs T 2 2 ":.R
E (ac) = E/(ac,) I GA — F[ R-a +(aeR) . ¢ _]

fir a — 0 ergibt sich daraus der Oberflichenterm der Bethe-Weizsiicker Formel.
Dieses Modell ist jedoch noch mit zwei erheblichen Problemen behaftet:

1. Die Bestimmung von a durch Schwerionenprozesse liefert Widerspriiche.

2. Die Séttigung der anziehenden Kraft zwischen beriihrender Kernmaterie fehlt.

Die Wechselwirkungsenergiedichte £ zwischen zwei unendlichen Scheiben aus Kernma-
terie soll fiir s = 0 ein Minimum haben. Fiir die Funktion Ey(a,c,) ergibt sich als

Wechselwirkungsdichte:
Cs - Ya,
2 g‘.(q'.f C‘JS) by :'-rr.l. €
g
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Sie hat kein Minimum bei s = 0 . Die Sittigungsbedingung 2E(8)ls=0 = 0 kann jedoch
erfillt werden, wenn man mit der Differenz von zwe; Yukawafunktionen arbeitet:

d
Z80s) = E:"S_[gr(a“c,”s)-gr(a“c,ﬂs)_] =0

S=p

Daraus ergibt sich die Relation ¢s1/a1 = cg/a, . Die effektive Oberflichenkonstante 1st
C; = €41 — Cy3 . Das ergibt:

a a
e = R, - S .
S-l a‘d"l CS vmrel CS = C.S

Damit ergibt sich die Oberfichenfunktion zu:

a" EY(QJJ C-.f) = 42. Ef(qll C:)

a"— ay

£ = Ey(q,,c,) - Eplay,cs) =

Versucht man damit Schwerionenstreudaten zu reproduzieren, dann findet man da8 q,
etwa gleich a; sein muB. Damit kann man obigen Ausdruck fiir E, als Differentialquotient
auffassen und erhalt:

P
Es = 5;' [Q- E!'(q’ CS)J Sel2t maw die Yokawa fowktion e ond differeuziert

—IE-EJ/Q - =
< =t -t/ 3
qibt es: Es = : ﬁ?.g..———- - e'r' f,_’ q'] d}gjf drz

Frs =
8nira Ih,~F |/a
Vv

Diese verallgemeinerte Oberflachenenergie erfiillt nun alle Forderungen. Man spricht von
dem "Yukawa-plus-exponential Modell”. Auch dieses doppelte Volumenintegral wird zur
numerischen Integration zu einem doppelten Oberflichenintegral umgeformt:

(45 (7)) 5 -7) L4 e B
E. = =53 ff g e/l [ _ In-hl  J-h =
- 3””5:5 I -F R L HEl g

Fiir einen kugelfsrmigen Kern erhilt man:

R a)? R a a)? -%-&
E, (Kugel) = C:'Ez"{”‘-"(i*) + (z+4)-[z+3(;) *3(;?) ]-e }

Der fiihrende Term ist wieder die gewohnte Oberflichenenergie. Literatur: [H.J. Krappe,
J.R. Nix und A.J. Sierk, Phys. Rev. Lett. 42(1979)215], [H.J. Krappe, J.R. Nix und
A.J. Sierk, Phys. Rev. 20(1979)992]
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Anhang Ic

Die Transformation von Volumen- auf Oberflichenintegrale

Die doppelten Volumenintegrale der Coulombenergie und Yukawa-plus-exponential Ober-
flichenenergie wurden zu doppelten Oberflachenintegralen umgeformt. Ich méchte hier
den Formalismus dazu kurz skizzieren. Allgemein sieht die Umformung folgendermaBen
aus.

[Jand §6-7) = §§ [z} {45F-7)] - F(7-7)
vV §'s

Die Umformung basiert auf dem Gaufi’schen Divergenztheorem. Dabei mu8 die skalare
Funktion f(7 — 7) als Divergenz einer vektorartigen Funktion dargestellt werden.
Die folgende Formel zeigt, wie sich dieses optimal erreichen 1aft (Um Indexchaos zu
vermeiden setzen wir: =1, f=7), r=|7], y= 9, Z=2~¢,2=17):

F2-7) = Z255.52 oyt n) F3-7) = 52 {ox,0) [ PG+ 12 (:r,--),')-F(i'—?)}}
S J e
L ’ ]

o
Fz-7)

Hiermit ergibt das GauB’sche Divergenztheorem direkt die obige Formel. Das Problem ist
nun eine entsprechende Funktion F(7—§) zu finden. Zur Vereinfachung soll f(z' - §)
und F(7 - §) rotationssymmetrisch sein ( f(@=9) = f(|Z - 4]) = f(2) ), was auch fiir
unsere Zwecke ausreicht.

Die Funktion F(z) erfiillt ein einfaches GauB-theorem. Wiéhlt man den Spezialfall

-

eines Kugelvolumens um den Ort # (7 =0) erhalt man die Bestimmungsgleichung fiir

F(z) :

[fap) 5 = sz;%(—J;.)-F(:—?J) & = §d5(F)-F07)  Kugel:
W v o s

— z
-y ~ < ~t
ivrf;c,-).r*,;,- - 41.RR- (-R)-FI(R) = -47R-F(r) 3 F(:)"’Zi;fffr)-er}“
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Fiir die Coulomb- und Yukawafunktion ergibt sich damit beispielsweise:

2
-4 4 A 2 zz = _i
[
P~ 2_}' 3 2
A /. -y, -%
F@ = -5 (€ - -faa'l-t-2)€ Na] = - S [1-(102)6 "]
» -

Nun haben wir F(z) . Im gleichen Sinne wie oben wihlen wir nun ¥ = 0. Damit erhalten
wir schliefilich die Bestimmungsgleichung fiir F(z) :

— =&
F(x) +Z-;F(x) Mit Divergeuz in kvgelkooroivatew wwd F(x) = X G(x)

—

—t—

~ 3 . A b i
F(x) = F(x)+f,—¢_%; 7 7 - XFG{,,H;";;;x G&) =}G’+M + X ;;Ga)

F(x)

I

X 2
> ;(x) = x"ja- Gix) baw. G(x) =fx"- Fix') dx ' eder F(z)=g; x*F(x) ofx

a

Damit kénnen wir jetzt F(z) fiir die Coulomb- und Yukawafunktion berechnen:

4 4 2 -4 ZJ 1
gl —-— I -4 o .._.-J =1 o o= e
Bers R T T e 7L ;
o

"

LU BN

&

E i—:"“l[ .6 *lae = i[i-—zq-{h.z)-e'%]
y(z)’rp -F 4-'(41--&-)-2 X = —z,’ % =

Der Ausdruck fiir Fy(z) wurde schrittweise mit speziellen Betrachtungen berechnet.
Wir kénnen ihn nun jedoch benutzen um einen allgemeinen Formalismus zur Erzeugung
von F(z) = F(|fy —3|) zu entwickeln. Dazu betrachten wir die Fourierdarstellung der
Funktion f(z) = f(|f —73) :

"' clhis) 4 % ef‘*i _ika
= —2- .M. = = —-:--e——- .
fea) V;:ffm 2) fdk = = ffrk) G Rk
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Nimmt man jetzt den oben abgeleiteten Ausdruck Fy(z) der Yukawafunktion und sub-

stituiert —:— = 43k dann erhalt man:

+ika

o 2 [(x;-%)(x -, - ; tikz
o =__Zzz_:’_;_l L’-#—-ﬁ’-[;f"é—i-n—(;::kée-?.)'e ]}

Damit bekommt man folgenden Ausdruck fiir f(z) ( + e*** — sin(kz), cos(kz) ) :

f(a):@jf(k)-(f!- 132" {( '”(‘ )[ 2 + k2sin(ka) +2=as(ka)}}) k dk

Holt man nun die von k unabhingigen Integrale vor das Integral

F(a) ZZ; ; fi:’_).(x_jg { V_I j ’Fck)[ -2 + h! Slﬂ(ki!') + 2(95(#;)] Jk }

sieht man, da das verbleibende Integral gerade die gesuchte Funktion
F(Z) = F(jrl - l‘gl) 1st:

1

FOE-7) = == f“c"‘)[ 2 + ki |- Sin(k-15-F1) + 2 cos (k.J7-7)) ]JA—
A 2

Wenn f(k) eine gerade Funktion ist, kann man auch schreiben (ria=|r —73)) :
- -]
4 A f(k) 5 . ikr,
F(};z)= T-—z—-—v_r,f.;r[—lknz—z+(-1k|_"1.+2).e 42]‘4&

Dieses Integral kann mit komplexer Contourlntegration gelést werden.

Literatur: [K.T.R. Davies und J.R. Nix, Phys. Rev. 14(1976)1977)
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Anhang Id

Die Umformung des Coulombintegrals in eine effizient integrierbare Form

Mit dem hergeleiteten Resultat F(|r — my|) = -1

j ergibt sich das Oberflichenin-

Ifi-2|

tegral zu:
5 f[dr wh - _i'}( LS, (7, =) )L 45 (7 - ))
C 1 T
-l y 7 -]

5SS

Ab nun wollen wir uns auf axialsymmetrische Kernformen beschréinken und gehen zweck-
méBigerweise zu Zylinderkoordinaten iiber. Dann gilt:

ds = Vivg™ dzdp o'. 22
2

o ( cos Siud o P J
= ———— m———
legt ' Tiegt ' avee

-4 3 !
dS = dS-y -{f-msf,g‘sh?,-gs)dzo(p

: d 2 4 l | I
Mit: %a.; f(i) =3 E_&—gg =e¢ Keruforwa
1
- : 4 ol 5, ) ( . s
ds, - (r, ";.) » (%“”:: S 3% ," ] dz, LS 600F, =5, 058, ; S 51w, S Smy ,2,-2, )
= . afr.
=3 [ g-' X ’4§t-CﬂS(?4-*(ft) + A—f(z Z ) ] ebeuso :
Jf‘
a‘,S'z-ff',-?z) = -[ S"L - f‘fz- cos ('P_'—?z) -3 ( 21‘21) a’;z schlieBlicl :

-5 =¥ By - -, )
|ﬂ*”zl = W'Q)'fh-ﬁj % stﬂ- s’: - 2¢g,cos(¢,-¥,) + (2,-2)"
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Aufgrund der Axialsymmetrie kann eine der ¢;-Integrationen trivial ausgefiihrt werden:

a‘.f,
> $’¢ ”j [+ 3(2,- 241“ A ro.up][, _4{! 238

Vg +;' + tzz-z,J’ - 1;:’3“5?‘

ﬂ&ms’?] Aﬁf cl'?..‘fd!z

Alle unsere formabhangigen Volumenintegrale werden fiir die numerische Integration zu
solchen dreifach-Integralen umgeformt. Speziell im Coulombfall kann die verbleibende
-Integration auf numerisch gut approximierbare elliptische Integrale zuriickgefiihrt wer-
den:

H
c.=£.-ﬂ J[g'lu !JYI! Ena 2-}: ]'l‘[“"ﬂ)*f{i'la !1} (’;"LJ]H:"" i f.f CﬂS? J d! JZ’
° ﬂg +gz +(2,- !J 2:5‘ cosp

Das letzte Integral besteht aus drei Summanden, deren -Integration wir jetzt einzeln
behandeln:

Mit: cos(p) =1 —2sin*(%) und cos(p)= — cos(y) da Integration iiber ganze Periode

(g 2T

: { de J <L

= 1 = 1 i i i

1 2 15:.:'4- !;4' {ig'l.Ji-lffz cosy h’:“’;) +(258,)" = kg5 om %
- o

Mit: @} = (m+p)*+(z2—2)*, a =%, dp = 2da und sin(a) = sin(r—a)

™ t i
_Q'ﬁ_._ = "’I i o e = ¢ K 2
L= g venenta - St )1 kewa | a, KO
¢ i S o
K(k?) ist ein vollstindiges elliptisches Integral erster Gattung. k? = 42

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich: v
¥
ar z %. .
J cosyp de¢ b-f cos(2d) o o @ff-f-z.fmd.)dd.
2 = Ta, i A |
L Vel e )t - 2g sy AR r“' k- sia
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Um nicht lange umzuformen betrachten wir einfach folgenden Ausdruck:

e

. 2
. del
B I . } - (- K sin'd) _f Siv &
D= kK { |‘.1 k_n“l.g( - k*sino Jid kisiu'd '4 ~k*siu?d
L]

o

Damit 1a8t sich nun direkt das Ergebnis von I, hinschreiben:

I - ;-';-( K-20) E(K) ist eiu vollstaudiges ellipt. Tulegral zweiter Gattong

z.‘.‘

Das dritte Integral ist problematisch und 148t nur mit einem raffinierten Trick 16sen:

2
Hff: iy = 3424-:: + (Ez-Zd)z - QS:.S':'C‘-‘?
o5 ! : : (24) do
12 2 . rl
= s P L s o % A~ S (2d) dd e _5 Siu }
# “1[ ‘2 Y anisdh UIA K sin*a 4 !“‘ % K 1 —k*sinta
o ]
Mit : g8 cos¢ = *[r S, +(Z 3 ] wird
2r 2w
68 [5-5 +(2,-2 )l-r“].mw [ { A 1 2 OBRAY ’
I = s 5 1" %4 a dp = T-E—(K-zﬂ)'{f"a-fz+(iz-i)f- ) i:z wsp dy
3 : v o S

Is
Nun kann das Integral I; durch partielle Integration umgeformt werden:

i £ - 9

d .
7 - 4—::: h —k'siuta - cos(2a) dal Mit: = {4 -k siutd =

2
-k -Sinw cos o

\ P -k’.n'u’d.ﬂ
4 ¥
1 T 32
5.,.[2.‘} sk sind cosa Jmfzd)‘ } = wh k| siu (2 ) dot
I ="+( {'1‘ kfﬂ'd {’4 kSm 3 2 A il o W
2 bp 2.5 _ ) _ &
a,:k = a,- a;t = iy : Now ergibt sicle dewe? for Ilb $

m

[
t siuz(zd.) dd

—

b : 2 2
2'[3; " —_f"_fz'};(l{'zp)'{'ﬂ*!z +r21-24)} * d’; 'z'fl A—k'siuin
5 e
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Addiert man I, dazu, dann fillt das problematische Integral weg:

I, - g‘(z'Iss*I;g) %%% L +f2 i")} g {; ‘¢! ;(

FaBt man nun alle Resultate zusammen, erhélt man fiir das Coulombintegral:

b
: 2 3 2 3 dﬂ,-i&)
Ec = ;—;—- - "jf{ L4 32'”-[2(5 "'-f,_) - (?:"z-c) e (; ) ‘ ’!

4aa

+ K- i_{‘. +[i:z+%( '2)“] g-1(2; 4,‘]}} . dz daz

Es verbleibt also ein doppeltes Integral iiber die z-Achse. Dieses Integral 148t sich effizient
mit GauB-Legendre Integration numerisch berechnen. Es wird als Davies-Sierk Formel
bezeichnet [ K.T.R Davies und A.J. Sierk , J. Comput. Phys. 18(1975)311 ].

Mit den folgenden Chebychev Approximationen lassen sich die vollstandigen elliptischen
Integrale berechnen:

1 X
t 1
da
i 2 '
k ’f — = 4 - kl l a“ J
R e EA) - /1 culo de
Mit z = 1-k* ergibt sich folgende Polynomnaherung:
2 » ] A z i A
KK) = T oax' + W(g) T b;x a, = lu(®) b =%
iz0 (30
E(w) & T’ « lg)-Lda’ 621 90l 0
o =0

Die hoheren Koeffizienten a,,a,,:--,d, kann man in Tabellen finden [ J. Cody , Math.
Comput. 19(1965)105 ]. Man erhélt schon fiir wenige Koeffizienten gute Approximatio-
nen. Die Genauigkeit betrigt etwa 102" (n > 2) .
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Anhang Ila

Die Berechnung der partiellen Ableitungen_g

Die Geometrie wird mit R1, KOS1, p3, KOS2, R2 bestimmt. Diese fiinf GroBlen be-
zeichnen wir nun mit y , sie sind Funktionen von den verallgemeinerten Koordinaten
ETA, DELTA, CR3 welche nun z heiBen. Es gibt nun fiinf Funktion ¢ fiir die gilt:
¥ = g(z) . Die GréBen y wurden numerisch ermittelt. Die Funktionen g(z) sind daher
unbekannt. Dennoch brauchen wir fiir die Geschwindigkeitsfelder der WW-Massen die
partiellen Ableitungen DGNDX(i,j) = 8g;/0z; (i=1...5, 7 =1...3). Ghicklicher-
weise lassen sie sich mit dem Satz {iber implizite Funktionen exakt bestimmen. Fiir die
Geometrie brauchen wir auch R3 . Da R3 = g% ist, behandeln wir es als dritte verall-
gemeinerte Koordinate, anstelle von CR3 , worauf es sich leicht zuriickfithren laBt. Die
Volumenerhaltung, die ET A-Beziehung, glatter Neckanfang und -ende und die Léngen-

beziehung sind fiinf charakteristische Bedingungen des Drei-Kugel Modells. Man kann sie
als Funktionen F(y,z) = F(g(z),z) = 0 schreiben und damit die gesuchten Ableitungen
berechnen:
w1 M D A
SEm ' w3 2R1 7/ 3xesa’ " 2 1A ' vera’ 3p3 Fcas
2kes4 MRS 2o s Sy F .
29 BA LT L {9’: (QF R’ ’ 2ea’ 7
- = T - s f—) = - " . .4
X : R ITETEe oyl “\ax/ ~ : ol -
pLES 1. 3Fs fs 2% | \afs 5 RS
M aR1' Desi  aRU  \Zgra’ "'/ g3 7cm3

,_i'ff"g.I"':'

In dieser Arbeit werden zwei verschiedene Geometrien behandelt ("TBM” und "DKM").
Der Unterschied mu in den Funktionen Fi(y,z) und Fy(y,z) beriicksichtigt werden.
Nun betrachten wir zuerst Typ TBM. Fuer DELTA S DELZV wird das Gesamtvol-
umen erhalten mit R2 = R2F . Fir Fy(y,z) und Fy(y,z) ergibt sich hierbei:

3 2 3 1
Ecrx) = %-(tH kos1) - (2 - kos) 3-:- 3524-(44- kosz)-(z—kasz)
+.fns-{n-g3:-(m4+kosz) + 35?1'(1054-(3-—]:0542) + lrasz-(.‘!-kosaz)} }

"5’3-1?3:»(1“54-5“4 + kos2-SiN2 + arcsiv(kos4) + arcsin (kasz) )

voLgd
B s 6 esaut voluwew c"rkalfuug
g2} voLd ; (,{ - r il
Elvy) = 5 — S {d=ell) = p ETA - Bezieluwmg

i
it
k.
:

44



Universitat Frankfurt a.M. 1989 : Wolfgang Renner : Diplom-Arbeit

Fir DELTA > DELZV ( gibt es nur bei CR3 > 0 ) wird das Volumen links
von Z3 gleich VOL1F gesetzt und rechts von Z3 gleich VOL2F . Fiar DELTA >
DELZS werden allgemein im folgenden die entstehenden Neckspitzen durch den Aus-
druck zwischen den Doppelpunkten beriicksichtigt. Im dbrigen ist fiir DELTA >
DELZF DGNDX(i,j) =0 und wird dort auch nicht benétigt. Fy(y,z) und Fi(y,z)

ist nun fir DELTA > DELZV folgendermafien gegeben:

43 2 2
Flr,x) = %-(44— kos1) . (2 -kos1) + R3-g3°kos1 + %3—-(kas4-(3-msf'))

2 :
- $3-R3 . ( Kosq.gin1 + arts:w(k054))

[ ] 1 - '— t ..
I #8488 camein (__._—"“"”')— 2(2R3+e3) MRS & fir DEUA >pELZS

R3
voL @
A Tl:_ . (4"" ETA) = 0 Volvwieu - 4 é'rlcdf.*wug
Rla 2 2 Rs’ 2
Elnx) = 3’"(44—1{#51)-{2-!(05-2) + R3.¢3.kos2 + T-(Kosz-(s—kasz ))

2
- 83-R3 - (kos2-sNL + arcs;‘u(kasz))
1
+93-R3—mr‘u('“3 83 J L(arsvgs)RsSes® & foe DEUA >dELEZS

voc.¢
" (1-€11) = Volowow - 2 Erlhraltuweg

e®

Nun kénnen wir direkt die Ableltungen 9E und §E fiir diese Funktionen Fi(y,z) bilden:

dF, B 2
e a4 Kos1) - {2 -koSA
e R1 . (1+ )¢ )

I

ok,

3 2 vk
s~ RSN 4 SRZ-R3-(82 - sR3-R3-51N4) [f&r PEUA > DELZY  ohue SR?]

oF, 2
—L = 2:03.5%3-R3:(kosa + kasz) - R?»-{kns{.:wu k052-5M7 + arcgsn (Xo054) +arcsiu(kos z)) PELTA < DEL2Y

2¢3

F. 2
/3 = 2-93 -R3-kos1 — R -(KoS4-Sm4 + arcsiu (ka.s’:r))

2
% (W DELTA > DELZV
R3

L BE il - 93.\R37_g3% :
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* L2 * #has
5_.“‘15-1 = RS2 + sa3~z.1-(rs -sne-ks-sw.a) DELTA S DEL2Y , 20, = O pewra > varzv
of4 * .?. of
= Ri-(1+kasz)-(2-kosz) DELTA < DELZV $ 5o = 0 DELTA > DEL2V
oF oF voL § oFs
5em - 0 DELAS DHZV 4 o= = - ———  DELIA > DELV 4 Lo = O
2F4 2 2 1 1
ol 5R3-{§3 .(kos4 +kos2) + R3 -(kau-(g ~kes1) 4 kos2-(3- kos2 )) }

- 3 62-R3 ¢ ( KoS4-SNA + kos2-SINZ + arcsiu (kos1) +aresiu kasz)) DELTA < DELZY
3F4 b 1 2 2 %
-a—ﬁ = €3 . kos4 + R3. (K0$4-(3- kes1 )) -2:€3-R3 -(k054-SN4 +nrzsm(kas4))

. . (IR g3® (ter®
e + Q-R3-(§3-arc5;u(—“§3—-—) —_ Rgz-—fgz ) 5 DELTA > DELZY

Entsprechend bekommen wir die Ableitungen auch fiir die Funktionen Fy(y,z) :

an ng ng
==L = — = 0 — = 0 DELIA < DELZV
%1 1 west Y
F. 2 ,
:g—!% = 2.33.123.](“2 - R3 -(kasz,-smz +arcs:w(ka$2)) o
DELTA > D
2 VR2-p37
i + R3. qrcs:'u(—f-g-m—f‘l-) ~ £3-fR3*-¢3*
2
F g 2
2"_1 = DELTA < DELZV a8 = RZ.sm2 + RZ-(:.?-—R}-smz) DELTA > DEL2V
PK052 RIS
2 F. 2 2
ot R2  pewra < pELZV g LLi T -(4+k052)-(2-ko$2) DELTA > DEL2V
2R2 2R2
an VoLg ?& _Vil._g _3_F.z_- = 9F7' = 0
Sem - 37 CELTASDELZY 4 o = o7 DETAMELRV 4 oo g 5R3 - DELTA $ DELZV
2 2 :
%Fs—g = $3 -kos3 » R?-( kesz - (3- KOSZz)) - 2-:3-R3-(k0$2-$ﬂ2 +ar’c$m(k0$2))

to+ 2R ( o7 arcsin(VEEL ) _\R3t_g2® ) : pELTA > DELZV

Nun betrachten wir den anderen Geometrietyp DKM. Hier wird das Volumen links und
rechts von Z3 durch eine etwas aufwendigere Funktion von den verallgemeinerten Ko-
ordinaten beschrieben. Die Definition der ET A-Beziehung wechselt stetig bei DELZS .

Fir CR3 < 0 ist das System unabhingig von ETA . Die Funktionen Fj(y,z) und
Fy(y,z) sehen nun folgendermaBen aus:
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3 2 )
Flyx) = f_}.(h kos1)-(2-kos1) + saz»{ns-gzz. koS4 + %-{mu-(:—my’)}}

2
— £3-R3 . (Kkos4-5IN4 + arcgin (k054))

2 /___,_" N
S + ¢3.R3 -arcsfn(_s_‘__’j_} - --(2 R3 +33} R3: g2 Foe DELTA » peLZS

voL #
(4+{4_ 71+ cos(T2E2 "“"‘)} gu) = 0  Fir CR3 > O owd DEUAS PELZS

- ar DELZS
- vof—¢ er Er,q) For CR3 >0 uvud peLTA »DE1ZS
_ vatd s For CR3 < O

1mr

3 2 ?
E(Y,x) = %E-(/l-l-ras.z)-(ﬂ.—kosz) + snz-{ R3-g32-kasz +-%!'{kﬂ2-(3—kaszz)}

- 93 R?a'- (kdsz- SIN2 + ﬂrcgiu(deZ))

2 VR3i_ e3° o
S+ e2.R3 -aresie( 2= "") L(ox3+ ¢2")fR3T g3 for DEUTA > petzs
_V
"Lf( {4... (/H-c ';E?;L:‘)} EM) = 0 for CR? >0 vud DEUTA < DELES
VUL
‘ (4 ETA) for CR3 >0 vud DEUA > DELZS
voLI .
-t =
= for CR3 < O

Die Ableitungen %f- und 2E fiir die Funktion Fi(y,z) ergibt sich jetzt zu:

oF,

2 2
S5 = M- (4+Kos1) (2 -kos1)

3% & 4 g §
= ‘SIN1" 4+ SR3-R3- (€3 — SR3-R3- sing)

2E 2
'ﬁg‘ = 2:-82-§R3-R3-kosf — R3 . (kosq-siNg +arcsiy (ka.pf))
2 V z 2
¢ + R3. arcs:'w(—ﬂizsﬂ—) — £3-R3'-g3* H
2F = o 2F+
2Kes2 £ 2R2
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2F¢ - ﬂ(&-“(r.oum) . DELTA -ETA JDELZS {4 1(4*(”(19' mm))}) DELTA g DELRS

JETA ) PELES 2-peLzst IETA DEL?s R > o
Vv ..

2F, _ _ Vvoup DELTA > DELZS 2R 0 for CR3I < O
2ETA 2T CR3 > 0 / 2ETA

F voL . /7. : DELTA £ DELZS 74 o
B, = ¢(- sin[Z ”m‘)- ¥ el 5 o Soust
PPELTA T DEL2S / 2 DELZS CR? > © J 2 DELTA

'3!-2

2
2 - 35308 gt 9 s (3= east ] = oot [ v (i)
P+ 2-?3-(?3-arcsn‘u(._____..“:‘:;rﬂ) — g3t )

1‘1‘2( ‘ IToDELTA) , W DELTA-ETA D DELZS )
e

PELTA € DELZS
Siu 7
PELZS 2-DELRS 2R3

CR3 > ©

— wor for

Ebenso bekommen wir die Ableitungen auch fiir die Funktion Fy(y,z) :

?.Fi. = o ?-..F.:-z;- = @
R4 4 K054

2 .
= = 2-¢3. 583 .R3-kosy — R3 - (kosz-sw2 + aurcsm{kasz))
¢ 4+ R3 .a.»cs,u(“-’" -9 ) = w3-fp3%-e3* 2

3
il Sy . sn2® + sr3.r3-( 3 - 5R3- R3 - sN2)

koSl

% 2
3 S Caevet) (2 -xos2)
2R

; A PELTA < DELZS

w _ _vudf . w,)grmasr:.?mrs _{4__%(““5(1-»5;@)}) *
268 v DELEs) 2-DELZst QETA DEL2S CR3 >
9Fr _ voLp DELTA > DEL2S o _ 0 for CR3 < 0
2ETA T CrR3 > @ 7 €A
BFQ_ & .._"i‘-f(..g;u(”"”"-“ L ETA) DELTA < DELES , ng o O —
DDELTA ar péLzs / 2 -DEIES cR3 > 0 2DETA

EE-. = sr:-{ﬂz-msz + RS,T(kasz-(J-koszzjg - 2-3.?-23'(kosz-.sw2 + arcsrv (kasz)_)

PR3 ;
. (VR3=giT ) lf F]
3 # 2.23.(53-ﬂrc5m(-u—-) — E32‘-S'3 ) :
wl.#( (n' DELTA -.r DELTA- ETA 2 DELZS v wop P50 DELTA £ ?:Lz:
& DELZS 2-pE1zs? 2R3 cR3 >
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Nun brauchen wir noch die drei Funktionen Fy(y,z), Fi(y,z), Fi(y,z) . Sie werden aus
allgemeinen Geometrieeigenschaften des Drei-Kugel Modells gewonnen, sie sind daher
fir die Typen TBM und DKM gleich und werden nun gemeinsam behandelt.

Fuer die Funktion Fi(y,z) nehmen wir die Fordeung nach glattem Ubergang von der
ersten Kugel zum Neck. Damit erhalten wir:

E(y’x) = (R’f -+ SR3-R3)-SIN’4 =Rl = O

2F oF kos4  oF oF pls}

— = SN T . o b ot = - —_— = —_— =
= N o o = (R1+5R3-23) o 5 1 9 el i
3 K/ 2F,

s PTTE = = 0 __-j- — .

DETA @ J > DELTA 2R? e A

Fir die Funktionen Fy(y,z) nehmen wir entsprechend den glatten Ubergang vom Neck
zur zweiten Kugel:

E,,(Y,x) = (RQ. + SR3-R3).5;N3 - 87 = B

P L oh ok 2 kesz  9f
=X =0 —re = 0 B . £ e ). E

RA P i 1 3 s (R2+502 Rz)ﬂm_, &= SN2
ete. o 2 _ oF,

oETA - ¢ @ e ’ :;_R;’ = SR3I-SIN2

Als letzte Beziehung benutzen wir die Forderung das die y auch die richtige Liinge
DELTA ergeben:

fe(v,x) = (RM+sR3.R3)-kos4 + (R2+SR3-R3)-kos2 — DELTA = @

oF oF of

of of

o Kos1 o s R1+ SR3-R3 4 = 0 e RL+5k3.R3 o 7 kKos2
ofs ok aFs _

"% 1 smm T 71 1 535 = SR3-(Kest 4+ kosz)

Nun haben wir vollstandige Matrizen (%) und (%f) hergeleitet. Man mu$ jetzt nur
noch die Matrix (%) numerisch invertieren und mit (%) multiplizieren und schon
hat man die gesuchte Ableitung (22) .
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Anhang IIb

Die Koeffizienten A; und C; der Werner-Wheeler Massen

Fiir die Berechnung der Werner-Wheeler Massen und zur Darstellung des Geschwin-
digkeitsfeldes brauchen wir die Koeffizienten A; und C; welche sich, wie gezeigt wurde
folgendermaBen ergeben:

2 b
it BAE %2 (elras .12
A = "o 7-;',“(?(2)‘!: bew. A, = 0 “"z F(2') a2 v Gpxeg o3 A

Zur praktischen Rechnung werden die Abschnitte I...IV getrennt behandelt. Zuerst

betrachten wir die Abschnitte I und IV :
2 ? 2
Ptz) = R2-(p-2)
i) U

I | Il _ 1_2_ (ﬂ)
S ¥ R gy
(=) D+RL
3 1 3
I =-fr‘.ta' = $R2 + R2:(p-2) - S (b-2)
z
)
A2 2l ... 2 N (=) QR2  2-R2 5
X© P* x R4 o RI-2 ¥ = ox Mt | xp
(x) 14 2 2R1 R4 ax) 2R2 R2
Cx=-Z2324A = ax (rR1-32)*% Cy = 3

T 2x  (R2-(p-2)*
Die Berechnung in Abschnitt IT und III sind erheblich aufwendiger. Abschnitt I7

und III sind weitgehend gleich und kénnen zusammen behandelt werden. Zur Veran-
schaulichung der Situation betrachten wir folgendes:

kos1 = cos(y4)

kos2 = cos(9l)

Kos3 = cos(¢3)

w3 = Vi-kesa?

- SR3.RI.Kesq

PR) = o3 — sk3 .YR3'-(2-23)* = £3 - SR3-R3-SW3 c2 - 23 SR3 -R3. kosa
- % i 2%_-23 = SR3I-RS -Kesz
Piz) = g3'+r3 - (2-23) - 2-sr3.g3.YR3'-(2-23)? 27~ 23 = - SR3. RS .Kess3
|
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Hiermit kénnen wir nun die Berechnung der A, beginnen:

5 223 = SRI-R3.-kos3

(x) A o Ax) (x) R.f; 2 2
A‘ T I I frﬂj“'g = —3—-(44-.!:'”)-{2—!:054) + l'n'ﬂu') -w-2spie2fRC Wt dw
i CA-23 = -SRI.R3. K054
D+R2
m) , 5 (m (m) c:-23=  SRS-RS.Korg
.= Tl JP{;)J, - (4+ku:r.) -(2-kes2) +j(,h”) - who s angr (RSt dus
2

£-21 = - SR? - R3- k0S3

Der Integrand der beiden hinteren Neckintegrale ist eine gerade Funktion in w . Daher
dndert sich das Integral nicht, wenn man die Grenzen und ihre Vorzeichen vertauscht.
In Anbetracht dessen, sieht man das I'"") véllig analog zu IU'1) jst:

Mit: R'f’ R2 — R P kos4, kes2 — Kos vuel
DksA = Kos-SIN + kos3-snN3 + arcsin(kos) + awsin (kos3)

m) (o)

R 2
I =1 =1 =3 (4+kos)-(2-kos)
s 2
+ SRS-(ﬂ?.R?-(kosumsa) + %Z-(kos-(z-kosv+ k:::{-{s-kos;))) — £3-R3- DksA

Um das weitere Vorgehen zu verdeutlichen, betrachten wir folgende Ausdriicke:

Moo= 22 . 2R 3 als , O 381 o1 3t 3L 3m
x = 2x ~ 3R X T Ixes ax 2¢3" ax TR ax T xss ax

A4 () (m) x)
N = =g =% Ax::-N'Mx Ax-.-N.nx C L

PE) 32'2(” H:) sz-%}(ﬁm )

YN

Die Ableitungen von I nach den geometrischen GréBen sind:

51

Ix ch (4+k"5)q:(2'!<°$)

2L

oKosS

DL
283

31 2 2
R-sIN"~ + sr3.R3-( @3 - SR3-R3.S/W)

1]

2-533-{3-5!?-(1(05 + kos.?) - Rs_“. DksA

g
2R3

i

2 2 2 2
5'1?3‘(?3-(kas+m:3)+ R3-(kn-(3-kos) + kos3-(3-kos3 ))) - 2-23-R3-DkSA

21

2= SR3-R3.( 3 ) i SR3 P
o - i 3 - SR . 3- = Ly *
%053 3.(e R3-S/N3 R3 (2)
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Die Ableitung axac:sa ist unbekannt. Mit der Definition von KOS3 kann sie jedoch auf
die bekannten Ableitungen aus DGNDX (i, ) zuriickgefithrt werden:

(1r) - g ()
Kobig "=t 23 = (R1 + sR3.R3)- koS4
SR3-R3
(@) _ 2™ (az)
koS3 =il B3 23 = D — (R2+ 5R3-R3)- kos2
SR3-R3

Wie schon das Integral I gleich war fiir Abschnitt I und IIT kann man auch KOS3
vereinheitlichen:

B for Abscwitt I =4 fér I

ZD = g S6 = )

=2 for Absclnid IIL +1 for IT
Nun kénnen wir KOS3 und seine Ableitungen allgemein hinschreiben:
2D — (R + sR2-R3): kos o Kos2 -56 okos3 1 "

053 = = = Ir
ousz SR3 - R3 22 SR3-R3 oD SR3-R3 fse
okos3 _  —kos okos3 _ _ R+ SR3-R3 2kos3  R-kKes — 2D
R sR3-R3 okes SR3.R3 2R3 SR3-R3 2

M. ergibt sich damit schlieBlich zu:

Mx = %‘&.[_Ra- (4+kos)q: (2 —kos) = jkag's PczzJ ]
+ 2_;;':-5--[ Rfsmz F sns-m-(e:—;n:-nz-sm)z - (R+ SR.?-RB)'Pé-‘) ]
+ 353-( 2-533-33.!23-(1(05 + kas.?) - RS% DksA J
3 %_3_. [ sr3-( 83" (kos +kos3) + Rsz-(kos.(s-msz) + Kos3.(3-kos3) )

! =5 &
-2'.?3-123-0&’5/1 +R_§£SE?_E£.&2) ]

2
+ Piz) for Abscewtt M ovud x =D

-

Als erstes Endresultat haben wir nun: 4, = SG- N - M,
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Nun kommt C; an die Reihe. Es gilt:

4 473 o (S8, 20, &2
Ce = "7 2A, - 'ET(SG'N-MJ = (-% 22) My *+ V(-3 22
DP) Kos3 ?PraJ Eﬂ - 2% 0
Sg SRy oSN Semadaflns oo = Rl ol

Die Differentiation von M, nach z ergibt sich nun ”straight forward” . Sie ist jedoch
beim p3 und R3 Term nicht ganz trivial:

s6 WMx R ?"05
S8 X - p(a).{ _ﬁ_.[_k”.korg} + [ (R + sR3-R3)- kars]
'35'3 RS R-kes - 2D ]
; : — SR3-SIN3
[ 1 ] e ~ kor3 — SR3-SIN

+ KoT3 for Abscluwit JT ovwd x = D }

Nun erhalten wir das zweite Endresultat:

. s AN _ _ kor3 L A gl &
Mit - 2 32 = P{%} oudf N = P‘I!J C'f'gf&‘l" sicle :
KoT 3 o
Cx = (‘_Pc'é-) My {} ) Pz

o1
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Anhang Ilc

Der Schwerpunkt und seine Bewegung

Der Schwerpunkt ist eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten Z, = Zy(qx) .
Man erhélt ihn und seine Zeitableitung folgendermafBen:

t b

f"ij-?dz T 2 : 2Z, - a8 . 92, - 22, -

R — —_— — L o 2 - - b M——— -—_’-.D -—-L.
%) flayda 0P PR J :Z" A T TR T

L Y= ETA , D = DELTA , § = <R3
S o 3 w (Ts R4
Mid: I =2 |Pha)ada 3;’- = m";";i1;(34,km,p;sz!az,as,p,n) TR *}
a 1

Nun muf} zuerst das Integral I, gelést werden. Es wird in vier Abschnitte zerlegt:

CA
(z) P ookl _ i
15 =f(ﬂ‘/!"-21).z dz & -— ‘?l': R"SN" M:l‘.’ cA = R"—kﬂ_{,{
—R1
D#RL R2 R2 R2
) 2 2 T 2
I,m[ = f(nz‘- (2-0)°)- 2 da =J(u‘—w‘)-(w+o)a(w = j(nz -w ). Wdw + D-j(lz-w)afw
& €Z-» ci-p @2-p
$ : 2
= 'g-' Ry smzt + p. 22 (4+Kas2)- (2-kosz) Mif: D-C1 = R2-kos2

Die Abschitte IT und III beschreiben den Neck. Fiir den zusammenhingenden Kern gilt
Ul,2 = Z3 . Fir DELZS < DELTA < DELZF ist der Abstand der Neckspitzen

zu Z3 gleich /R3%— p} . Terme welche nur fiir diesen Fall gelten, werden hinter
senkrechter Strichelung aufgefiihrt:

> M-23 =0 -VR37_gz1
I:‘L I{(gzﬁn‘)-(a-zs)z—2-::5-;3'33‘—(2-13)‘ .2d2 =J(m'+xs')-w“'- z-sn-rs’ﬁ?‘-w‘){“*a)d'”

ce €1-232 = - SRI.R3-Kos4

= fﬂ'gfr ux')-w_wg_ 2583 .93 fR3%- W’ -w) dw + 23%(:1%3‘) w2503 93RTw? ) dw

ez 2 2 2.9z 1%
= [ L(ss’crs)(raigs)) - L(R3-¢3) + 2 -sk3- g3-(R3°- (3% 82")) ]
3

2 (4 & 2 2122

[ 35 eRS)- R host - RS josa® 4 L osrs.s3-(RE- R3tkost”) T ]
7e3"R3% Kkosa® + T.f_-'(um‘- (2 - kos+?) RS- soa’®
3 z .

+ 23-{SRS-((sJ%RSzJ-RI-ms-f-_%- ko:-fs) - s’z-R3-(ka54-s:~4 + arcswfk’oSJ))

£2°R3 Kosd + %’—-(md-fz-kou'l) ': —g-{g.ggf,r;).vn' :_"""ﬂ.' +ﬂ'm‘-“§"(-—_—-mrg:r} }
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€2-23 = 583 Q3. kos2

cl
() 2 1
L =J(( $24R3) - (2- 23) - 2:583-03-YR1- (2 -as)')-z.la = /(fn'm:'}- W 2.583.03.fR3L Wt }{m 23) dw
v2-23 = 0 | Yrsl gt

v
et 2 ¢t pt 2 2 3 3
= [R5 kot + 22 (kosa’(2-kos2?) + &-505.23.83° smz ]
o e 2 ¢ 3y o #*
- [ Z(es+rs)-(rs- o357 - T e) 2 sr3-¢3.(R3- (R3% 93%)) ]
2 3 2
o 23-{- .’523-( §3-R3. Kos2 + -33—3-(1:452-(3—.&::2’))) - £3-R3 -(Kasz-swzrerfﬂ'-(hﬂ))

! 2 VRei-ez T
D -5 (2R3+ e2®) \RET s 4 ys-rﬁquh(-ﬂi};—{{—) }

Addiert man alles zusammen, dann heben sich die gesternten Ausdriicke gegenseitig weg

und man erhilt:

_ e _m @) () Was k. B ow ok ¢ 3 2
Is - I: +1; +1; -rI, = -;R‘f-.;‘wd + ';RZ-S!NZ + D-%-{J*KM)-{Q-J{U&Z)

+i§’32-33?(ka$2=-—km‘42) +£—"‘-+(x “(2-Kos2® - 7))+ 3 Hows'- si®
7 F (Kos2-(2-kos2 )—kas-:-(z-kasf})+-_;5k3-.f1-83-(.rwz-s:m )

3
t e { “3'(-732' R3-(kos1 +kosz) + —g.—g—-(!ras*r-(s—ka.rf) + k’osz-(g-m_cz’)))
2
- 3. 53 ( kosd-siNd4 + kosz-swz + arcsiu(kos4) + arcsiu( ko.fz) )
! 2 2
¢ =3 (2RI +¢37) . R3% 537 &+ 3.¢3.83% arcs,-"(_____'/"'k :-1’3‘) }

Um die Schwerpunktsgeschwindigkeit zu berechnen brauchen wir folgende Ableitungen:

L, 3 4

— = -p1°

— SINg

3y .o £ NG 2
kess = RISW1-Kost + RS.(5R3.23-R3-kess)- (€3 - sR3.R3.5M1)

o[ 2
> = £3-R3-(kesz-kost®) + %-se3.p3’ (swz’oswa’)

283
e, A
+ as-{ §R3-2-83-R3-(Kosa+kes2) -R3-{K0§4-W+kﬁ2-$5'2+l¢tsiu(xl$4)+m:.-h(kcsz))
t 2 f Y
Po¥ 2R arcsiy (YRS ) g gg VR3Tgst }
oly 3 2 2
Skers = FRE-sw2-(D-Ry-kesz) + R3.(sr3.23 4 R3-Kosz).(e3 — 5#3.R3-SINZ)
21 2 * 2 2
R = RE-sw2” 4+ p-R2. (44 k0s2)" (2 -Kes2)
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2I 2 332
3—2—3 = 5R3.(§'J.R3-(kasf +kosz) + -—é—-(km.{s-koﬂa) + ra:z.(s-kaszz)) )

- £3-R3 . " (Kos.f SINA + kos2-SIN2 + arcsin(kosq) + avesin( kosz) )

' VR3I
i - Z(ar8"r03%) R -3 4+ 2-03.78" arcsiu (Y212 =)

3
2
%]—'!;-5. = *’.;—2"-(44-1(0:2)-(2-4(052)

2
z_i_‘; = ﬂ?RS-(Xoszz-kcn!) & RB?( kosz.{(z-kos.z’) - km?fz-mﬁ) + 2-5R3-$3-R3 -(SINZI- Sin4 3)
+ 23 { sns-(ﬂ'? (kest+kosz) + Rs?'-(kaﬂ-(s-kasfz) + kosz-(3 - kos2 z))

-2-33-33*( kosd.SiNd + Kos2-SIN2 + arcsiv(kos1) + arcsin {kasz))

+ 4--93..&3-arcs£w(_.._____u:?7) - 4‘"R3'W }

Nun brauchen wir noch die Ableitungen von Z3

227
Mit 23 = (R1+583.R3)-kos1 isi. 222 = kos1 = R1+SR3-R3  uudf 32:-513«#1

R1 ) 9 Kosq
3 223 _ 023 2R + 23 dkosq 4+ 223 2R3
29; YT dkes1  29; 2R3 24;

Nun erhalten wir schliefllich 2% 4
dZ _E'__{‘)Is R A 2kt T 3% L 21y dkesz | 3ls 2R2

29; wep | R4 29; T Jkost "% 25; 24 dkosz 29; dRL 29,
oIy 923 2Is 2R3 s
—_— . — 3 il
523° 29, 2R3 1. [ # ap s 4, = D) }
%ﬁl ; —-*——a";gm » --- wurden von der Programmsektion --- DGNDX berechnet und im Feld

DGNDX(3,5) abgelegt.

Im Programm ist SPUNKT(1) = Z, , SPUNKT(2) = Q-ETA = %zn‘ i
SPUNKT(3) = Q-DELTA = %% und Q-CR3 = .

Z, ergibt sich damit wie am Anfang gezeigt.
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Anhang IIla

Die Struktur des Rechenprogramm

Mit dem Programm, dessen Strukturplan auf der néchsten Seite gegeben ist, wurden
sdmtliche Berechnungen durchgefiihrt. Es besteht aus sechs Sektionen xxxHAUPT,
xxxGEQO, xxxPOT, xxxDGNDX, xxxWW und xxxCPLOT. xxx steht fiir die beiden
Geometrietypen TBM und DKM. Aufler bei xxxGEO sind die Programme fiir beide
Typen im wesentlichen gleich.

Programmsektion xxxHAUPT

Sie besteht aus dem Hauptprogramm welches den Input liest, den Rechenprozess verwal-
tet und Teile der Ausgabe ausfiihrt. Weiterhin gehéren noch einige Subroutinen dazu:

BLOCK DATA: Initialsiert einige mathematische und physikalische Konstanten.

GAUSSK: Die Gau-Legendre Konstanten werden fiir die z- und w-Integration zuberei-
tet.

VSMDAT: Die Daten eines gelesenen VSAM-Vektors werden in die Programmvariablen
eingetragen.

SBVSMI: Ein VSAM-Datensatz wird von Platte in den VSAM-Vektor eingelesen.

SBVSMO: Ein im Hauptprogramm gefiillter VSAM-Vektor wird als VSAM-Datensatz
auf Platte geschrieben.

SATANT: Nach Unit 7 (Recordlength 160) kénnen folgende Daten zur graphischen
Darstellung ausgegeben werden: PNT5, DMAS, DMKS, DMSP, BCDS, ENER
und ESUM. SATANTY schreibt dabei jeweils den entsprechenden Satan Text- und
Header-Kopf.

Programmsektion xxxGEO

Hier wird die Geometrie mit Hilfe von volumenerhaltender Nullstellensuche durch fol-
gende Programme berechnet:

POINTS: Organisiert die Berechnung der speziellen Punkte DELZB, DELZH usw. und
schreibt sie falls erwiinscht zur Terminalausgabe (Unit 6) und zur Unit 7.

VOLGS3T: Berechnet das Gesamtvolumen der aus 3 Teilen bestehenden Kernform fiir
positive und negative Neckkriimmung.

VOLHLB: Berechnet das Volumen einer Kernhilfte. Bei TBM nur fiir positive Neck-
kriimmung und bei DKM auch fiir negative Neckkriimmung.

FDVNEG: Dient der Berechnung von D,,,, bei negativer Neckkriimmung.
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FDELZH: Dient der Berechnung von DELZH bei TBM.
FDELV2,FDELV1: Dient der Berechnung von DELZV bei TBM.
FDELS1,FDELS2: Dient der Berechnung von DELZS bei TBM und DKM.

FDELZS: Ist eine Funktion von ETA und CR3. Die indirekte Berechnung von DELZS
erméglicht das numerische Ermitteln von 8 DELZS /8 X welches bei DKM von
DGNADX benétigt wird.

SATGVX: Erstellt einen Satankopf fiir die Ausgabe von GVX nach Unit 8 (R.L. 255).

GVONX: Organisiert die Berechnung der Geometriegroien GVX (R1, KOS1, RHO3
usw.) als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten X. Falls erwiinscht erfolgt
die Ausgabe nach Unit 6 und 8.

FRI1NEG: Dient der Berechnung von R1 aus der Gesamtvolumenerhaltung fiir negative
Neckkriimmung.

FR1POS: Dient der Berechnung von R1 aus der Gesamtvolumenerhaltung oder aus der
Erhaltung von VOL1F fiir positive Neckkriimmung.

FR2POS: Dient der Berechnung von R2 aus der Erhaltung von VOL2F.

DWURZ1,DWURZ2: Einfaches Nullstellensuchprogramm welches mit geschickter
Mischung von Zwischenwertsatz und Regula-Falsi arbeitet.

Programmsektion xxxPOT

Hier wird das Kernbindungspotential mit einem einfachen Trépfchenmodell LDM und
einem verfeinerten makroskopischen Modell YPE berechnet:

POTAUE: Die Bindungsenergie fiir die kugelférmige Anfangsform und fiir die véllig
getrennte Endform werden berechnet und ausgegeben. AuBerdem werden einige
Konstanten fiir die Integration zubereitet.

POTYPE: Organisiert und vollendet die Berechnung der YPE-Energien.
POTLDM: Organisiert und vollendet die Berechnung der LDM-Energien.

ZZWWAX: Bereitet eine effiziente GauB-Integration durch Berechnung der indizierten
Konstanten und Funktionswerte vor.

RHODRQ: Berechnet den axialen Kernradius P(z), das Quatrat davon und dessen
z-Ableitung. :

BCBDBY: Fiihrt die numerische Integrationen von YPE durch.
BCOUL: Fiihrt die numerische Coulomb-Integration von LDM durch.
DELKE: Berechnet vollstangige elliptische Integrale.
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BSUREF': Berechnet die relativen Oberflichenkoeffizenten fiir LDM.

Programmsektion xxxDGNDX

Hier werden die partiellen Ableitungen DGN DX mit dem Satz iiber implizite Funktionen
berechnet:

SATDGX: Erstellt einen Satankopf fiir die Ausgabe von DGN DX nach Unit 8.
DGNADX: Berechnet DGNDX und gibt falls erwiinscht nach Unit 6 und 8 aus.
INVERT: Inver.tiert die Matrix DF N DY numerisch mit LEQT2F.

LEQT2F: Externe IMSL-Routine zum lésen lineare Gleichungssysteme.

Programmsektion xxxWW

Hier werden die Geschwindigkeisfelder, die Schwerpunktsbewegung und die Werner-
Wheeler Massen berechnet:

SATMAS: Erstellt einen Satankopf fiir die Ausgabe der Massen DM AS, DMK S und
DM SP nach Unit 8.

SCHWPT: Berechnet die Schwerpunktslage z, und die Schwerpunktsgeschwindigkeits-
koeffizienten Q—ETA,Q—-DELTA und Q-CR3.

VFELD: Berechnet das Geschwindigkeitsfeld und bereitet daraus einen Fluigraphik
Datensatz vor, welcher dann von CPLOT gezeichnet wird.

MASSEN: Berechnet simtliche Massen und gibt falls erwiinscht nach Unit 6 und 8 aus.
ABCPVZ: Berechnet die Geschwindigkeitsbasisfelder 4; und C; und P(z), Pi(e).

Programmsektion xxxCPLOT

Hier wird der von VFELD erstellte Datensatz zu eine Calcomp-Graphik zur Darstellung
des Materieflusses verarbeitet:

CPLOT: Zeichnet Kernshapes, Fluifeld und Beschreibung.
LINIE,PFEIL: Zeichnet Linien bzw Pfeile.
CALCOMP: GSI-Graphikprogramm zum Erstellen von Graphiken.
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Die Struktur des Ausgabeprogramm

Das Ausgabeprogramm kann Daten (welche vom Rechenprogramm berechnet und in
eine VSAM-Datei gespeichert wurden) lesen, eventuell weiterverarbeiten und schliefSlich
(auch zur graphischen Darstellung) ausgeben. Es koénnen Satanplots mit maximal 8
Linien (SATANK) oder mit maximal 16 Linien (SATANL) erzeugt werden. AuBerdem
konnen perspektivische HIDEAR- und CONTUR-Plots in Calcomp erzeugt werden. Die
Wahl der jeweiligen Achsen und Daten wurde méglichst allgemein gehalten, wobei jedoch
immer optimaler Kommentartext produziert wird. Subroutinenkurzbeschreibung:

STRNGS Erzeugt zur jeweiligen Achsenwahl passende Daten-Kommentartexte.
SATANK,SATANL: Erzeugt Satankdpfe fiir Satandatensatz mit 132/255 Zeichen.
VSMDAT: Liest TBM oder DKM Daten von VSAM-Datei (Mit VSMI20 und VSMI30).
ENETBM,ENEDKM: Berechnet fiir das jeweilige Modell die potentiellen Energien.
EXFN1,.. Aufrufbare Funktionen zur weitergehenden Datenverarbeitung.
CONCUT: Berechnet automatisch passende Contur-Schnitthéhen und Stricharten.
CONPLT,HIDPLT: Zeichnet Contur- und Hidear-Plots fiir 2-D Funktionen.

S OUT HAUPT —————
| Start —— | BLOCKX DATA :
OUTGRF | OPEN VSAM '
r_'_'“—' St > | Tuwpul Lesew |
| STRNGS jedb—4 |
| | 5 |
| SATAN K -t} ! '
l | II VSMI 20 VSMT 30 :
| SATAN L Jet— ¥ 1 [
| b T VSMDAT I
l! ! : & | ouT POT — — J
| Concur { ' _;_‘5'- = Sl X ¥ |
| I : a3 ; ll_ ENEDKA ENETSA __j'
| Bo O e T D e
I
| (Hwear) (cowror) | : X2 Il r-— OUTXFUNT — —
| I |
; HIDPLT conpLT | | : l 3 EXFUNA, ., EXFUNS | |
| 0 — | U | J
t—— cLosE vsam | |
R /A - | ENDE [
Eeesnsmenaanyd] J
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Graphiken
Geometrie g(z) fiir die ?*2U — *Ne 4 *P}b Spaltung

3-KUGELMODELL: (TBM) MODEL=YPE NA=232 NA2= 24
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3-KUGELMODELL: (DKM)  MODEL=YPE NA=232 NA2= 24
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X= DELTA ( ETA= 7.931E-01 CR3= +0.2000 )
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Kernformen (Shapes)

TBM-Shapes in der DELTA/NA2 - Ebene

NA = 232 CR3 = 0.2
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DKM-Shapes in der DELTA/NA2 - Ebene

GEOMETRIE-TYP = DKM NA = 232 CR3 = 0.2

(DT (Do (Do
(D COCOCoC oe
Ehiigssiemlo Tel g
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DKM-Shapes in der DELTA/CR3 - Ebene

-5
Il

o
x b
=

NA = 232 NA2 = 2%

(D) ad =
(Y e e o

GEOMETRIE-TY

&)
O

Uy
v
[

-0.050 0.000 0.0%0 0.100 0.200

OOU0LYS
y
y

0000000
Q00000
00%@??

DELTA= 4.000 8.000 12.000 16.000 20.000 24.000 28.000

CRY = -0.100

62




Universitat Frankfurt a.M. 1989 : Wolfgang Renner : Diplom-Arbeit

Die Potential-Energie-Fliche PEF (engl. PES)

TBM - PEF in der DELTA/NA2 - Ebene [ ist asymmetrisch |

3-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=TBM MOD=YPE
_ Y 2“0' e . %0 _ g6 so 200 230 _ 300 3.0 40:1 _t
2 v
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J= " A0 P =4
P~ 1 2
- o
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o 11] x
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= E 116 ~ !
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o~ e
< o
: ¥
= Y]
by 0.3+ B
o 8
=z o«

f x ‘. ] L}
> ]
X = DELTA ( CR3= 40.2000 ) =

DKM - PEF in der DELTA/NA2 - Ebene [ ist symmetrisch |

3-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=DKM MOD=YPE

0.5+

Y = NA2 ( NA=232 NZ= 92 NZ2=999 )

X = DELTA ( CR3= +0.2000 )
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TBM - PEF inder DELTA/CR3 - Ebene (perspektivisch)

3~-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=TBM MOD=YPE

Y = CR3 ( NA2= 24 NZ2= 10 )

X = DELTA ( NA=232 NZ= 92 )

TBM - PEF in der DELTA/CRS3 - Ebene (Contour-plot)

J~-KUGELMODELL: FUNKTICN= ESUMD TYP=TBM MOD=YPE
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DKM - PEF in der DELTA/CR3 - Ebene (perspektivisch)

3-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=DKM MOD=YPE

Y = CR3 ( NA2= 24 NZ2= 10 )

X = DELTA ( NA=232 NZ= 92 )

DKM - PEF in der DELTA/CRS3 - Ebene (Contour-plot)

J-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=DKM MOD=YPE
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Blick in das seltsame DKM-Energietal um CR3 = 0. Es ist harmlos.

J-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=DKM MOD=YPE
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TBM - PEF inder DELTA/NA2 - Ebene fiir CR3 =1

3-KUGELMODELL: FUNKTION= ESUMD TYP=TBM MOD=YPE
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TBM-Massen in der DELTA/CR3 - Ebene
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J-KUGELMODELL: FUNKTION= MAED TYP=TBM MOD=YPE
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Die treppenférmigen Spriinge in der CR3-Richtung kommen vom Rechengitter.

J-KUGELMODELL : FUNKTION= MAEC P=THM kOD-YPE
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3-KUGELMODELL: FUNKT ION= MADD TYP=TBM MOD=YPE
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J-KUGELMODELL: FUNKTION= MADC TYP=TBM D=YPE
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J-KUGELMODELL: FUNKTION= MACC T8 + MOD=YPE
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Fluflgeschwindigkeitsfelder fiir TBM und DKM

(78m)
NA=232 NA2=1186 VIMAX= 9. 622E400 NA=232 NA2= 58 VZIMAX= 1, 250E+01
ETA= 0.000E+00 DLZ= 1,200E+01 CR3= 2.000E-01 ETA= 5.000E-0% OLZ= 1.200€+40! CR3= 2_000E-01
EPT= 1.000E+00 DPT= 0O.000E+00 CPT= D.000E+0Q0 EPT= 1.000E+00 DPT= O.000E+00 CFPT= 0.000E+00
NA=232 NA2= 24 VIMAX= 2. 330E+01 NA=232 NA2= 4 VIMAX= 9. 347E+D1
ETA= 7._.931E-01 OLZ= 1.200F+01 CR3= 2.000E-01 ETA= 9.655E-01 OLZ= 1.200E+01 CR3= 2.000E-01
EPT= | .000E+00 OPT= 0.000E+00 CPT= 0.000E+00 EPT= 1 _.000E+00 OPT= 0.000E+00 CPT= 0.000E+00
& d
# = EPT = —ETA = 1
dt
(Dxm)
MA=232 HNAZ=116 VIMAX= §.847E+00 NA=232 NA2= 58 VIMAX= B_641E+400
ETA= 0.000E+00 DLZ= 1.200E£401 CR3= 2. 000E-D1 ETA= 5.000E-01 OLZ= 1.200E+01 CRJ3= 2.000E-0Y
EPT= 1 _000E+00 DPT= 0.000E+00 CPT= 0O.0D00E+00 EPT= 1.000E+00 ODPT= 0.000E+00 CPT= 0.000E+00
s
>~
T :
_______ Y
NA=232 NAZ2= 24 VIMAX= 1.507E+01 NA=232 NA2= 4 VIMAX= 8_131E+0?
ETA= 7 _931E-01 OLZ= 1.200E+0! CR3I= 2 000E-O1 ETA= 9 .655E-01 DLZ= 1.200E+01 CR3}= 2. 000E-0)
EPT= 1| _OOODE+D0 OPT= 0.000E+00 CPT= 0.00DE+00 EPT= 1 .000E+00 DPT= 0.000E+00 CPT= 0.000E+00
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v(2) = (Ay—Qu)-1 + (Ap—Qp) D + (A¢—Qc) ¢

v(2,) = p-(Cpi 4+ Cp-D + C;-¢)
(18w)
NA=232 NA2= 24 VIMAX= 7 _T7B3E-01 NA=232 NA2= 24 VIMAX= 7.758E-01
ETA= 7 .931E-01 DLZ= 6.000E400 CR3I= 2 _0D0E-01 ETA= 7 .931E-01 DLZ= 1.000E4+01 CR3= 2.000E-01
EPT= O.000E+00 OPT= 1.000E+00 CPT= 0.000E+00 EPT= 0.000E+00 OPT= 1.000E+00 CPT= 0.000E+00
NA=232 NAZ= 24 VIMAX= 1.185E+00 NA=232 NAZ= 24 VYIMAX= 3 .B10E+D0
ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.500E+01 CR3= 2.000E-0Q1 ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.750E+01 CR3= 2.000E-01
L EPT= 0O.000E+00 DPT= 1 000E+00 CPT= O, 000E+00 EPT= 0.000E+00 OPT= 1.000E+400 CPT= 0.000E+00
. d
D = DPT = —DELTA = 1
dt
(oxu)
-
~
-
NA=232 MNA2= 24 VIMAX= 4 401E-01 NA=232 NA2= 24 VIMAX= 7 1B2E-01
ETA= 7 _931E-01' DLZI= 6.000E+00 CR3I= 2 000E-01 ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.000E+01 CRI= 2.000E-01
EPT= 0.000E+00 DPT= 1 _QO00E+00 CPT= 0. DOQE+DO EPT= 0.000E+00 DPT= | 000E+00 CPT= 0.000E+00
NA=232 NAZ= 24 VIMAX= 2 696E+00 NA=232 MNAZ= 24 VIMAX= 3 _B10E+0D0
ETA= 7.931E-01 DLZ= 1,500E+01 CR3= 2 _00CE-01 ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.750E+07 CR3= 2_000E-01
EPT= 0.D00E+00 DPT= 1.000E+00 CPY= 0.000E+00 EPT= O.000E400 DFT= 1.000E400 CPT= O.000E+00
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Ay(z) und Cy(z) sind die Werner-Wheeler Koeffizienten.
@, = %+ sind die Schwerpunktbewegungs-Koeffizienten.

8¢

n, (D = DELTA), (( =CR3))

NAZ= 24 VWIMAX= 4 030E+01

LT I T T T O
LN A U R T N Y

Fad vy

NA=237 NA2= 24 VINAX= B.309E+00
ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.200€E+01 CR3= 1.000E-01

(TBu)

VIMAX= 1.592E+01

NA=232 NA=232 NAZ= 2
ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.000E+0! CR3==1,000E-01 ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.200E+01 CR3= 0.000E+00
EPT= 0.000E+00 DPT= 0.000E+00 CPT= 1.000E+00 EPT= 0.000E+00 OPT= 0.000E400 CPT= 1,000E+00

NA=232 NA2= 24 VIMAX= B8.289E+00
ETA= 7.931E-01 DLZ= 1.200E401 CR3= 2.000E-01

EPT= 0.000E+00 DPT= 0.000E+400 CPT= 1.000E+00 EPT= 0.000E+00 DPT= 0.000E+00 CPT= 1.000E+00
: d
{ = CPT = ZCR3 = 1

NA=232 NA2= 24 VIMAX= 4 395E+01
ETA= 7.931€-01 OLZ= 1.200E+01 CR3=-1.000E-01
EPT= 0.000£+00 OPT= 0.000E+00 CPT= 1.000E+00

NA=232 NAZ2= 24 VINAX= 2. 154E401
ETA= 7 931E-01 DLZ= 1.200E+01 CR3= 1,000E-01
EPT= 0.000E+00 DPT= 0 .000E+00 CPT= 1.000E+00

(DKM)

NA=232 MNA2m 24 VIMAX= 1.432E+01
ETA= 7.931E-01 DLI= 1.200E+01 CR3= 0.000E+00
EPT= 0.00CE+00 DPT= 0.000E+00 CPT= 1. 000£+00

VIMAX= 2.141E+01

NA=232 NA2= 24
ETA= 7.931E-01 OLZ= 1.200E+01 CR3= 2.000€-01
EPT= 0.000E+00 OPT= 0.000E+00 CPT= 1.000E+00
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