Wolfgang Renner Kelkheim den 11. Mérz 2015

Gimbacher Weg 34 www.institut-wolfgang-renner.de Telefon:
D-65779 Kelkheim institut-wolfgang-renner@t-online.de 06195 4161

P

Wothdwg Reuyer pr&sec{-fi'er‘f :

Srstes Palaver ClLeyr :

Die Eereduunouig der Euergieverlialiuisse _eines sicl spaltfenden Atowkerues
For dieseu Zweck braoot wau eiu geeiguetes Modell dev Kerumaterie :

I Keruwodelle weldie voll quauteu weckcauisclt die Verlhaltursse fu elu om
Kevu avf Meosovrewavstausole— Prozesse zurock fourev stud zwar iuteres —

saute Studieuobjekte ) yedecl £y vusere Zwecke vugeeiguet.

Die wvweristhe Beredim/u? :‘s+) trotz vieleu Vevea'uFaa&augeMJ seler avf -

wewdie vud die Resvitate zeigeu wuor grob dre experimeutellowe Datece.

I Niwmwt pau au, daf es fwt Keru eiuv wiHleres Potewtial ga‘éf} for Aas es
Eiuteilolect - lospugen der Sd:rd?:l:‘wgerglea‘cbau? gibt, ergibt sicle das
Scualeu wodell ( Nilsou- Oszillator ), Das Slualewwodell erlavé? bedsprels -
weise odie korrekte Besclereibuieg vou “:.uag:‘sa&eu Zatelew" , Es eguet

sicle jeoloct uiclt 2vp Besdcrafbmag der gesawteu Keru bjudvngsenerqie,

I Die gesawte Kerubiudvugseuevogre wird awt bestex vou wuiclt
quautevmeclauischeu Tropfcew uwodellew wiedergeqebeu (Weizsacker Forwel ),
Mau bezeichuet dies avelh als makroskopysches Keruwaodell .

I Nt wan 2v diesew "makroskop:‘sa&eu " Auteil elue “m.‘kroskop:‘scice"
Korreki-ur, welete siclh avs dewn Scltaleu weodell erq:‘ét) erbhalt wau elu
Kervueooell weldies eiue recldt geuave vud scluy elle Berecluwng von

Kerneuergieu erlavif.

Melu l/'or-Fr‘ag wird srielt jua FoLgeudeu mur nocl wiit dewr wakres -
kopn‘so&eq Auterl beScL(E{-'i-r‘geu, welchier deu quautitativeu Havpt -
beitrag Liefert oud auf eiuews vevfeluevteu Tropfeleect wsdel]

wiit  2usafz (ileeu Korrektorteveu Lerplddt.
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Makrosk op tSthe Ket-u wiedelle

Bet dieseu Modellen beschreibd wau die kervnwaaterie vow Priu2/p wie elue
howogeue | fukouwpressible vud geledeue FLossiykeit,

Aualog 2vr Hydrostatik betracktet wau zowuackst eiweu Volowreu - vusd Ober-

Hackeuterw vud die Couvlowtbeuergie, Mau erliali dawit e Betlie -

Weig sackerforwel vater folgeuden Voravssetzvugew :

~ _ " 3 2
‘Q Vas Voluvweu sei prgioe#r‘oma{ dev Nukleouauzalll A: V= %ER =&§’T@A

.@ Das Kﬁmfr&}sFo&é’w habe k0g3LForm) .k, Euergieterme propor tioual. AF

(—3) Ewmpirisels Laé’gr'c‘/}ftdef wird el Asymmetrieglied ju oie Volvwmeukoustawte

eiugefobrt. Qualitatv kaun wau dies wit eivewt Ferwigaswodell versteleu.

(&) Ebeufalls ewpirisds wird woclh ein Paarkrafiteru ecugefourt,
leeoretcsds wird die Paarkrﬂﬁ' v. auderewt it oler BCS-Theorie ﬁ;esd;w'é‘éa@w,

2 2/3 2 _4/3 "+ qp/’{ 2 vV
2 L'—.;3 = —a,(1-x,T )-A + acA”+ a-Z-A  * i ° i U2
N2 -ap A 99
= T4 EV ES : Ec ERG!" = Paareueryre
Die Koustauteuw a, %,  ag,a,  wvud a, werdeu dvrcl Aupasseu o Mep-
dlate vou Kerugroud zustaudsuasseu bestiwwet, For A 2 30 werdew

doua die Biudvugs euevgieu avt elwa AU geuav wiedergegebeu.

Verforwuvugeu oder Euergieverhilinisse walweud Kerureaktiouew kouueur
jedoch wiclet beschriebeu werdeu, Ju dieseu Falleu stud iusbesoudere die
OberFtackeu euergie ES ved Coucombeuerq:‘e E, avsschlaggebeud .

- v V L & (!
Darviv wabile wau : Ec & a“' d rz vud E = Csf S : Wft:‘!d
} E =k s S oOberflacke

Mit dieser Uerbesseruug keuueu Jem‘# deforwierte Kerue bescleriebeu wevoleu,

Krafte zwiseieu 2wei uahkeu Kerueu ( strevexperimeute) kouneu uiclt

beschriebeu wevoleu, Die Kkewukrafte wour avf die Oberflache 2vurvck ~

2v folweu st vubefriedigeud, =l =

2
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U (elastiscle) 5+reuum? vud eiue bLesseve Forwabb&:waf'?kef‘f der kerueuergre
bglawdelu 2v l«B'uuew, wablleu wir for die Evergie der Kerukraft efueu Avsdrock

avatog 2vr Covlowbeuergie, Jedodse wif eluer kurare:'obwer‘v‘fgeu ‘ﬁ/ka.Wa-Fau ktioue e

._Jr-r I/a_ s L»’Skqu 2Ry,
W dew Avsolrock for die kvgol fimdet wau v.a. einen Volvwteu terw |
vud eiueu quatratisdien Oberflacleuterws, R? _ %
)
Mit g-%,—lpg = —%;%,-mzfq e-B%icd sl wniic
E (a,c) = Eylag) + % =G Ki? % [ R —a. - (a-rﬁ)e e‘ZR/a']

For a-»o ergibt sick daravs der Oberflackenterwe der Weizsackerforucel .

Dies Modell st jedods uods witf zwei erlieblichey Problowey belafte! :
A. Die Bes}iwuwug vou a durek Scliweriouenprozesse Liefert Widerspr;.;dne,
2. Die Sbﬁr'guu? der auziehewden Kraft swisdieu berdruder Kerumaterie felilt,
Die Weclselwirkwgs euermiediclkte & zwischeur zwei quasi
vueudl [dheu Sleecbeu avs Keruwaterie soll for S-=
eiu Miuimvar habeu, For die Fouktious Ey(a,cg)

ergfb-l- sicly als Mh/.eaerga'edt'o&f"e z

e C’ ""/a_ L) LI A =
gY(a,CSIS) = -mp_'e , Weldte keiu Miuiwowm bei s=0 lhat,

i’ d ¢ — -
Die Saﬂ'igvugséeo(n‘ugvu‘g ds 8(5)!5::’ U kauu jeolocle erfullt werdecs,

weua wau wit der Differevz vou zwei Ywkawafuuktioueu arbe'te? :

a% gsfs) = ;‘-5‘* [ gyfaA,C,”s) — é'y(q“cs“s) J

C
Daravs ergibt sich folgeuole Relatiour : %1' - ;:

Dfe e-Ff-eEJ-:‘ve OLCV‘FL&L{eMkWS;-aM-‘Q I‘S"' C = Cra == .S'? . Dies er_ga'éf:

C - __..g"..:’_— - C C - aZ
St T A4-ay, TS e s2 7 a,-a,’ Cs
i#’
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Dateuid erq;b‘}‘ el der Oberflatieuterwe  2u :
a, Er (QA ) CS) - By EJ’ (42J CS)

Es = EY(QA; CS,,]"' Ey(az ) Csz)

Versveld waw olawit  Sclweriouenstrevdateu 2u reprootsglerev, dauan
feudet wau dap a, etwa glele a, seu wuf. Dawit kaun wau obigew
Ausalruak For Ec als Dffereutial quotieut avffasseur vud erbrals .

e [ag E (a, Cs)] Setet wdu die Yokawafuuktiou eiv vud diffecenziort
-lr:, T2l /a ,

-
e o - -lr ~F }/4 1 2
Qter s ES grepe ﬂq’fﬂ- H‘ _rz!/dt -— e 2 J a[lr,ofra

Diese verallgeweiuerte Oberflackeweusvoie erfollt wou alle Fordervwg eu,
1]

Mau  spricht vou dewe Yukawa -plus - expouential Modell “ .

Fur eiveu kuQeLFim:‘gew Kera evlealf puac :

E, (koel) = € - H {4 3(2) e (Benhevad s8] —22/4E

Der Folireude Terw ot wieder die gewolute Oberflackeneuergie

D;Euge OEEVM"

Mikroskopische Betracldpugen ovdl avcly Mef dateu fordern eiue o iffuse Keruolberfloche,
Bei eiuer Kugelforw Lapt siclh eve diffuse Abuakwe der Ladvugs— bzw.
Massew didute wif eiuer Woods— Saxou Fouktiou erreidiew

o) = &-[1+ e ]
Will wau wit odiesecwn Ausalz beliebige Keruforweu belawdelu oud wedere
Recunougeu dorcdufoliren (3.8. Covlowbeueryie } stoPt wau jedock acf Sclewierigketea,

Elegaut vud Problewlos erzevgt wau die Ladvugsdicdite dorde Faltvug
wet ecuer Yukawafuukhdu Ober elue howogeue Ladvugsolichte (v Keruforue .

- e
fo e-“’a "‘r'zI/Q 3 Lf = Ss‘iiﬂa?;:é?s Keenvolywiew
g(n) = rat —— oA, .
v l'ft'rzf/a. a. = _E,)ﬁﬁffxm“&; Paraws eféy
Du vuserewm Keruwodell wallew wir olie Ladvugsolickte iu dieser Weise
_ df\q?us gewaobc*. - =

5
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M+ der YUkﬂWﬁfaHUM? LaBt sicle wickt wor eive oberflacheud ffusitat
erzevgeu. Ebeuso kouu wau dawit eiu  Kerupoteutial {‘-J}
beliebiog geforwte Kerue erlalieu :

_I6-ly,

5 _V
Vi(x,) = 2 fe a’sl:z

3 - -
‘ﬂ'rav “ﬁ"rzl/ﬂ.

For eiu kvgelforwiges Volvweu evualt wiau explizit :

R
-a-: Sfula(r/a.) ']

R
Vi(r) = “Vo‘[/' —(4+g)-e ™ r<R
- ¥
- —vuy.lR R : R e &
Va_(l') = VO [&COSL,(:)—SIHL'(Z)J..?/;_ F’}R
- 2
Fur dieses Poteutial gilt: A = A-bu(5) v =R~ %—
2
Bei dew Wouds-Saxau Porewtial — V(r) = —
Trp="
31'“‘: d=a,- beld) vnd };/2= R
2
Yukawapot. 2= .2 .75 2 R=7 Woods-Saxonpot. az .55 R=6.88 Yokawapot, R = 7

Q3.2 a=75 a=2

Woods -Soxou pot.

RW =é-gg m'wlgqg

Vg"o Kl’/z !:4/3:0
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Die _Berccbmuug der Covlowb Euergie

Mt der Ladv«gid:’cﬂfe: g(‘l-fr) = £, J?(“?—;:l) aff’d
v

- -» 4
E="'jal 45 Strascry) :_f,gz : AL . I RO g
f 7 _.,] 5 p) ah;dl; d,dr, IF;-'Izl 9(ly ), 9(]5-;;'])

I -1

Das bekauste Faltvugstheorews auvf orei Fouktioueu erweitert :

2 3 -’ . q-o
m&(dqd LEDAED R = ) fdkf(k)f(—-k)f(k) )
R -y A 4 - =P -5 =P
Vud ; ﬁ'(,;..};)zlﬁ > ff'*)ﬂ@-;s -f-‘zﬁ(g:.-p}).—,g(lr,:-s.l)é%k):?ag
»E =4t ffd d, fa’k  otk)- € Mt o k) = :
2 czﬂ)”a 1+ 2;,)
omd:
.|k(£65 ;kf 'kr
fan F(k)e ff f ‘€. k‘dkduw/f = au—/m} [ £ = ]kdk:—-’ Jfﬂt)ks:u(kr)lk'
Q'glu' sicle:
26 (1t db 9 .. dr, d, i ekl
E = (¢) f 2 dk sin(k v, -r, ‘rfj f dk
lr-rzl 3 "'"” K k(1+a')*

Das k- Iutegral kaws uou wit Coutovriutegrabion gelsst werdew :

(<] k-2
o

elii’ »
I = d P 4 = =
( 2(1raz)t e Tl R

Lewa Vou 30!‘0‘04 : CR — 0

I+I£+CR a2t/ Res 2,

ira

d 2 e o =1
Res 2, = dz[(i-i‘,)-%“m,%z)] = "'2(4-!—%{-)»6 “
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— ——— I
MH-: a = g.e'? dg = jee'fdy
T L]
I .r ge'? M"I . eir.s e'? E-»0
— - | - ' ——- = —"T
”UP'(,, +a'le'l?)t f(flfa%'c'z"}‘ + =
0
5 . -¥a .
I = 2m Pes?,'—l'e = -m'(4+f-;§)-e + i

SC"E'I wau dieses gr‘gl‘vu:}‘ ta deu Avsdruck ft;'.f’ Ec eu ergiH- Siech :

- -
did&' ' . ‘E __.d" -'"o"'g'/ﬂ
JP'[ %(W",r(d*‘g a,rz )'e )

Die Couvlowb Euergic ergibt sich dawmt als Svwme eives Terwms for
scharfe Oberflaslhe plus etwer Korrektor for die Diffusitat:

E,_ (sciorf) = f’ fjd d%}.‘

- —F
h-t

«z ¥, -r, ~IR-R\/
at, ﬁ I E7 (1+3=g )-e N

For eue Kugelform wit Radivs R, lassen sich olie Tulegrale losews :

2
E (sarf) = 2Zel/p,

Die doppelteu Volwweu iutegrale Llassbu sich v doppelteu Oberflackeuiute -
grale vwformeu ., Dadvrch fallew 2wei Tutegrafious diweusiouew weoy:

2 AS,- (7, -F) ][ déy: (R F,
E (sharf) = — 52 § [ Lo Chi- 2)_-1[ e lh )]
o S ‘rd _"rz,
AE = =2 [dS' (" rz)J[dgz (l" "KJJ lE—El C+ l-r: F;] ]r..r| ;:"El
c . S' 1%
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— :
| D:‘e Trausforw¢+iow vou Volumeu-= avf Oberflacheu inteqrale

e s [[dha 1D = GhLEEINGGN PG 2
Vv

$S$

- - =
Msle}yﬂ)’f"§= 7, 2 =] J

wr)

Zur Vermeiafvu, vou Tudexclaos : ?:? ?-.-.

2
Wallf wan

fd-7) = L} 5%- g;.(xé—g. )% -5)-F(37) = Z. %{(uj-}g)-[r:(;-?h PEACE) F(E-FJ}
g 4 v ¢ — |r_'__a__=_,w_._.=.-o
ergibt sich die obige Forwel dords zweiwalige F(X-Y)
Auweuclvug oles Gauss'sdeewc Divergewztuesrewss. Das Problews ist wow
eiue cutspreckeude Foukbiou F(R-Y) 2v fiudes, 2or Vererafactivug soll €0)ovud
FO) rotatioussywmetrisce sera | F(X-7) = F(13-71) = %f@})’ s wwels Cor

vasere Zwecke avsreicldt. Die Fouktion ﬂls( %) erfollf eru elufackes Gavss-

J

Heeorews. Wallt wan deu Spesialfall eiues Kvgelvolvweus vw dew Ort X
v s . oo~
(X 20) erkall wau die gd!'mw"sgbsﬂfvh’ fvf Flz) ;:

o 3 P} ~ - » -, ~
V’Jff‘ vl dy -v’fgls;:j (=%;)- F-Y0 otV =$f’ ds,-(-y)-F(1-71) kvgel :
R | E
:.»rf,ccr)~r’.1r = o RR(-R).B(R) = -4wR'FR) S Fay= -5 jf(r)»rzolr
-} [

For die Covlowb- vud Yokawafouktion ergibt sich dawst beisprelsweise :

2
f(a) = -%f%-rzdr = --g—,-- -g_-z_ = -%- %
~ 4 ¢ o—-m A 2 g, -~ a’ 2 - Yay
R =-3]E— = -Faalu-Qe 1] = =5 [1-¢+2)e )
Nou babeu wir Fl3). V20 oud Sobstitubion gibt die Bestimmmasgleics, for F(2):
F(R) = F¢) + M F(x) ot Divergews iu Kugelkoordiuateu vud (%)= ‘Kwé‘&ﬁt’x)?
F(x) = F(x) +§%;§:F(x) | f%w...%%{{"@m = }-}G/-PW + x"g-a"-'-fox)-

~ =3 X o 2 <
2 Flx) = x f’;GCX) baw, ©k) :JX'S-F(x')Ax' odder F(2)= %;-JXQF(X)JX

-9-

9
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For Covlowb - vud Yukawa fuuktiou ergibt sich  poy ewdlich :
2

2

2

FCE):CL X3~‘2'-—A£d¥:' -2—4-—&-.-1 Zdx = —éi;‘. %— Sl %’%
z g 2

¢ -
F[E)— 2“5/ [4 (41—’-‘-)6 ]dx = —%‘;[%—21-(%-{2)-8 EIR.J

Betraclitet w-au uou die Fourier - Dars+elluu9 eiuer Fouktion -F(Ir rl) = FCa)
:kz -Jk%

S:wfk 2)
kodk = ff-(k) e

2t - k dk y

f(=) = \}T. f{u«.)

ninarat widu J'e'fef' deu oben abgele-*e*eu AUSdeGk F",(Z) der %kawa.-

fouktion vud sobstitviert - % = LTk doww erlilt wau s
Eé.kéwmzv;\g {(x‘, ](x y)l’ nka»-g b ]
12 2 4—43y ax, *(*’&2“"2)& 1 (»

Dawit bekownat wsau folgewdeu Avsdruck fur f(E): ( i:é' - —-'rsiu(ke), ms(ka})

f2) = ff‘k) ( za?y :x ,{(x.;-n-)(x;—ﬂ'J [-2 t k2 siulks) + Qcos(ka)] })'kdk

A

Holt wau nou olie veu k uuabk:ug:geu Teile vor das Iutegral

f(z) = 22%% uch )(x )’.){FJ Fo [-2 + k2 sin(ke) + Zas(ka)_)dk}

Sield wan | dap des verbleibeude Iutegral gerade die gesvekte Foukdiou F(z2) =
FOIE, <F1)  darstell+: . FOE-E1) > Flk)

F(IE-51) = ﬁ‘_?_,‘?' j{-‘(k) [-2 + k(R -E[-Sia (k15 })+2cos(k-IF;'—F;dJaﬂ<
1 2

Weun flk) eiue gel'ade Fouktion ist kauu waun aver scureibeu ; !f;éﬂg',:-—gr:.i

ikr,
Flra) = 75 f—ff')'[ ikt =2 + (-ikeg+ 2)e 7" ] dk

Dieses Iutegral kaun wit kowplexer Coufovr-Iutegratioy gelost werdeu
-A0 —

10
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r ;
Die Um'farmuu9 deg Covlowbiuteqrals u eine effiziewt iutegrierbare Forw

Mit dews Resobtat  FLiv,~I)) riTF{;FT ergibt sich das Oberflicleuiutegral :

E - j“""’"’* = —%f Lo, (F-F,) L lSa- (B -F) ]
1.

T

Ab uon wollen wir vus aof axidl sywwetriscrie Kernforweu besclriukeu vl

Dauu gjilt :

geliew zweckwapigerweise zv Zylinderkoordiviateu vber,
ds = fv;].i-e‘z 0’26{!‘9 y':ﬁ‘_@
. Az

. _ [ cos¢ St ...g
n= (=,
Five 'Tavs? ' avge

-3
ds = 84 = (gasy, gsing,~5¢')dedp

R
“y
il
¢y
W

2
> 9 4 y 1.d
ds‘.(}-’.rt} = (&QSﬁJf.‘l"ﬁ," E’g?‘" ) (f' CO’Q f@i? Sf'lﬂf -9 “m(ﬁz ) 4"‘%3)
= [ g' = 8.5, Cos (¢,-¥,) + . (2,_ Z, ) ] ebeuso :

- 4 -
ds, (r,~1) = -[9 — 8,8, cos(€,-¢,) — 7 (2, )‘:,: ] SclulieBlicle

== |

-5 -3 - = u
Ih-%) = (F-E)(r.-F,) = \(waf - 2g8,cos(¢,-¥,) +(2,-2,)

Au Fgrvud de\' A"fﬂlsyhﬂd 3+f';e kauny eiue der (ﬂ "IH'C’M*I‘O uewu trivial avsg ‘f(ﬂ"’" werdeu:

df,_
f° erj 1‘ Ef + 2(2‘-2'7 '3'4 AR ][f = -(2, E‘v} ,g'g!ca:t;’] dfd‘,‘,dg

Vel + (32} - 2¢,5050

Alle vusere formabliaugigen Volvarou iutegrale kouuew 2v solcheu dreifoch - Tuteqraleu
vmgeforwmt werdeu, Speziell iw Covlowbfall kauu die verbleibewude P~ Tutegration

avf uvmerisch gut approxiwmierbare elliptisdhe Iutegrale zvrick gefotart werdeu $
- p—>320-8 g — 20-

¥ ; 2
. 9, P j [sfe3tar2)-6 05 :gtz.-!.lsf;+E££+£J+ et )5 S’J] o3+, m‘? sty
- '\/.f"'-t g + (3,-2,) —255,Cos@ -

=4 =A
11
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Das letzde Jutegral besteld avs drei Svwwaudeu derey Y-Tutegration wir jetet eiuzeln behaudelu ;
Mit: cos{w) = 1= 28 Q(ECE) vad  cosp = —cos @ da Iut. Gber gauze FPoriode
| 4 )

f I4 =f dlp = J JP
SISt eie (220 206 cos g , Vo454 + (2,3 - b sinL

Mit: ag=(8+8) ¥ (,-0) |, Fd , dp-2de  oud Sinld) = siafir-a)
z z
I - I 2 dok iJ‘ dot q- dlol —i-K(kz)
Vag-lbeggsiva G Ni—kam ga 14 Ksin? Qg
a! £.8.
K(kl) ist Vollsf;udu"cs eu.iph‘;d;gs Juteqral erster Gafuug . kz — 4 42_2
A
For deun zweiteu Svwmwmauden ergibt sich 3 z
: E
T - j" cos ¢ g j cosel) ik (4-2 s ) dok
1%2*%2-? (2,-2,)"~2¢gg,cosp Ao -kt %1 —KPsin’al

Uws wickt Lauge umzv-Formm betracktens wir cmFada &l,eudeu Avsdlruck:

- kSJH‘ “J a{
D { f 4- algl} == #‘ ({ Si!d
k fw——‘q s “z‘ U ~Ksina v/’

Ksin® oL Ksiu ’t{
Dawit |aPt siclk wom direkt olas Ergebuis vou I, h;nschre;éeu:

I, =~ %( k-ZD) E(K) st eiu vollshudiges ellipt, Tul, zwater Gal,
Das deite Tuteqral ist prvUeaqua vud LaBt sich uvr wat efview raff:h:‘er#?« Trick oseur :
Mib; xS = gl +(z,-3, ) g cosy z

el
' 2
i 3’?&} cos®¢ d¢ = ¢ §’ J 4 —-Sin (Zd-)d zg"f . K — |5t (24) 44
ne. ! t ktﬂ. (r i SM i ¢ c:g " m
A 2 ,
Mt g8 cosp = grs’ +§ + (3, 2) bo | wird
er ’ e
g - £% - (R
- 8 (51 e8 v (2,-8) = by J-cosp o =B )0 )f““jﬁzaﬁf"‘f’
b Z} K ,
\———v—
I

Nou kauwy das Iutegral I, dorch pf‘l;t-l_e_l(c Tutegratiou vweeforwt werdeu: = ¥

12



Universitat Frankfurt a.M. 1988 : Wolfgang Renner : Palaver I
—

?' g0
- —~ k. giua cosd
.= —‘1—6{, H/[ k2‘5¢u?'ul. COSC2d~)olo( Mif: l/”**wf«"ﬂﬁ = = —
V41 "?‘%SJ'M?‘@\'
w
I, —fkag{m—’ sfurzax)] f-»ksmm% S‘“‘fg‘*)o{}— oy j__-_.___-z siuied)
“‘"' P T, 2 ‘l '
41— Ksin'a, 4 = k%o
=
. 465 tf'g,.fz
Q;,gk = aﬁ" C\"-gz = _(:i? Noa ergibt sich dawit {-‘Jr Igb :

ol o

¢
Z'Ig = =g x, KZD){?-:-E +* (3, - 2) + e f Sru(2e)
b 4°2" a, 2 S
¥ } S’ ?-o Vq - ksl
Addiert wan Iq, clazv, daun fallt das problewatische Tutegral wes :

(k-2b)

4
2= 53Ty 0 L,) = % DR ALCRY AT AR

Fapt wavt uvm alle Resva‘e vsammen , erhalt wau for das Coolowb iytegral

E=x § 2o 07.20 - f{f:’ < u)[l( ¢') - (2,- 5.‘]+3(2z E)(M :z:)]

i
2 2

=2 dS: 1[,? 4 dg? 1
-H({ +[$‘ [iz-?—'ﬂ);{]{fz‘if%‘ﬁ)g‘{;ﬂ} a -z, dz,
Es verbleibt also e doppeltes Tuteqral Jber olie 2 -Ackse . Dieses

Iutegral LaR+ sich effieieut wiif Gavss — Legeudre - Iutegratou uvwreriscla
berecliveu,

Mit deu Folgeuden Chiebychev Approximationeu Llasseu sich die - vollstaudligeu
elliptiscieyy Iutegrale beveckueu :

L4

o T Mit Xz/f—lf
KCkz) =J_}__L E(kz) = fﬁ-—k’siu’d‘ clo( ergibt sicl die Polywow-
m w;fdrr/uq:
K(k)g%}ax +£‘«4(><) Zplpx Ay = Lulk) |, bF 7
be J= ;
B = 30 cx' +ﬂu(§—}-_zd,-x' =4 , odo=0
=0 jze

Die L"O-L'e'e';‘ koeffreleuteu a_,,“g:-")d., kauv wan (i Tabelley ‘F““"le_“-

Mau erliclt scliou for weuige Koeffizieuteu gute Apprexiuwativuer.

Die Geuavigkeit betragt efwa 40 o (n22). —

13
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f T - =

Die beuvizte gesawtte wakroskopische Masseuforwel

m(z,N) = My:2 + wm N + EB(%,N) :(u+MH)-2 + (U+M )N '?ng?(p)

= U(24N) + MSB EMN +E(2N) = U4 + E(zN)

E(2NFm) = M.2 +M N + M = E2ES M e seuiberselao
_____ I Mh: 0.091 meV vou H owd n
2
- Q.- (4 — Ky T ) - A ﬂv‘!-'/lé Mell Xxe=2 Vo(.umeuouenyie
2 -5 -?!I ‘:_-v ag = ~-Q4-:M; - _V;ra—u _e;eu;;fe
as(1-x1) (. e = =% Xg= 2.4 :
satriat . Q'OFIL.-_F.'T v ]alt‘ Jl" §= <o Yo kawa _ploc - Bxpou.
. Vi a a=068 Oberflacieu euersie
2 3,3
1 [ Ze diy dr, by = 4,46 Fun
teles ol = Covlowb euergie
3 kA : I, -'rzl Ap = 0.7
MIAA a O berflacleu - d iffusita
) 2 » .- ¥, :g ) _JV.-F':) . erflackeu - d iffusitol
— | ’ — A —————m — a d
7 (‘ﬂ’rogA) “fjﬁ T + 5€. % J dr,dr, Korrektor zur
. VAY) Ap Covlowmb euergie

BET L E
2 2

2T h A Coulowrb euergie
N-2
+ W.lI] Wiguer euergie W= 3¢ MeV I = —A"‘
222 glent bi ‘ =
- A, - ektroueu biudvugseuergie 2, =A4.433 - 40 ~ MgV
_z_f__r_f_g_"[ws JEh L AS2E ] Profoue- 1, = 0.8 fue
LA 8 2380 f? 1203 600 ket Forufaktor Atz
" K. (gﬂ':’l 1
0 A F\ A
+ G A A - Suergie Cy= 6.4 Mel .

14
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—

Zur Uvwm erisclieu Iwhegrd‘ffawz

b .
I = [fodx = 77 A -fox;)
o i=o

Stitestellen X. paarwese versclejedeur,

ftx) = P (x) +etx) F.0) st Tuferpolatiouspolynoun u-teu Grodes: P (x;)=ftx)

iz0...1
b

b
I =Iﬁcx)4x +Jecx)gtx = ZAf5)+E = DAPX) + E
a

a = i=o

Der Feller E sell i weitereu wickt vatersvcld werdeu,

Mit dou Logrmage—Pbpumwes Ly = T C2X8) [ gy | e =5, ]
‘ rao (%;—X,) S e iy

Kgi
Ist die ngml-fge- “ Da L:(x) Polyuowee n-teu Grade
E;(x) - Z.F(x,) L'.{r.) I . YUOWE 1 4
Darstellmg vou B,(x) : foo sind vid s gitt : P (x;) = £(x;) ,
b bu , b b
IE(X)O‘X = fo(x;) L) dy = Z'F(x;)JL;(x)dx > A'. = |L;(x) dx
a a ™ =0 ‘

@

Ist cbeu £(x) eiu Polyuowr vowr Grdd €0 daun ist e(x) = 0 , Das heipt die Quaim-

torforwel ist exakt. Wird ciu Polywowr bis zom Grade N exakt lutegriert, sagt
wav avcl daf die Quatratvrfonuel dew Gewavigkeitsgrad N liat.

-

Mit der Fordersug dap ein Polyuows bis zoue Grade 1 exakt iutegriert wmf kauur wiau
ﬂUaLl un-f' Folgeudem Gl,e.ucbmgssysfem die A beﬁhmmeu

Jx dx = -§ A;x;

-
-

k=0...11 Die X; Sivd dabe; €rei waldbay (jedods X; # X; for i#j)

Weuu waw olie de’gbfake# der x; qu}',."f- owel For sie wedtere N+4 gf,r'ﬂ,vug’,[ﬂ‘cb—
Uugeu avFShLH" dap beift k bis 2u+4 gelew Lapt, erhalf wau odeu waxiwalen
Geuaqum‘semd 24 ( 6ovss - Tubegrutiou ) .

Bei aguidistauteu Sl'uﬂ#eum X: = 4+ L‘L‘;“' i erhalt wau die sogmauu;m (;esdgf;s;amj
whou - Cotes - lee ;
[0 e o2 S5 (hx) e () =1 e roruaet

o Seluewtrapez regel
fFCxHx &~ —"'(Ff".)f’"ff’%) ) w2 Siwpsou regel

j-F(x) dx o 2

22 (£la) 43F0%,) Boxy) +§0¢)  1=3 — 3lg Regel

Usw/.
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Die Gavlscheu Gluatdm"fur-ForweLu :

Vorbewerkuug ¢+ Das Skalarpr'oa‘vk"' - (-F, 9) = S-FCx)g(x) W) dx  mit |

eiver positiveur Gewichtsfouktion Ww(x) defiviert eiveu Satz or#rogoual.er ;.‘
Polyvwowu e Qnﬁx) B ‘Zo. % x' wmit (Qu:am) = daq, ﬂ Suarer
! =

a, @ .-, Q,  Spauuen olew Ravm aller Polyuowe SCx) bis zvwm Grade w

LI b

Mf- oudl JMJ gilt Sscx) 83 woq) dx = 0 }

Uuser Ziel st uou eiueu Weg 2v fiudeu, daﬁ ~Fw e behebsges Polyuoua

wed

Wad ~tos Grodes Plx) = 23 a,x % folgeudss gilt

“ o
SP[x)-w(x)alx = Z' A PO wix)) = 20 A - PO%;) A= A;-wex;)
a =0 i=0
Dafir wwsseu die bisker fast beliebigeu X; so gewallt werdeu, dap bei der
Lutegration wnur Poteuzew Xt wit Lgu beitragen . Dauu gilt, was avf
dec vorineu Seite gezeigt worde.

M+ dews Ausatz ¢ Px) = ACx)-B(X) + R(x) = ch) + R(x)

n+4 a i
Wd: Alx) = 20 €X' = 'ﬂ'-(x-x~) By = zé; P’,,X"
' Clx) = Atx)-B(x) -( :):?0{ X ) ZFJ ) R(x) = ka‘xk

Die Koeﬁ:taneu}eu o, B;, P, sivd dawit FoLgeudcrmﬂeu verkuppf}

o, o o 6 o 91.\ Mit 4, =1 st Det(d;)=1
. /o(“ 0 -..-0 0 \ /'f‘ Db for belielige xﬂ"'%tun 91bt es deu

e p _ _

°€2 dy oy .. 0 o ((5:1 | "{‘, eludevtigen Losuugsvektor B,
£ d'b-q ‘;u..z . d-‘l ";o N f2 ! 9;,',, Waltld waw wou die x; der Liu earfakfor
- Wia A, du.,,--- dy, o, fuu zerlequug vou Alx) als dier Noll -
| 0 o o oy o lﬁm Tuer stellew oles orfliogonaleu Polyuoues

~ ety ol .

0 om; : g oy X QL) daun wird Alx) gerade olas

¢ 2 WA ! \22 r-lhoqomal.c Polfuom Qu«m "

\ ¢ & @ " th 4| .
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D ewcuachs ﬂ.‘L-l- wou it Alx) = @“ﬁJ ;
b

b
SPC"J‘WC!JJK = fqmﬂﬁj' Blx) -wex) dxX + ijsJuJ:x)dx = 0 + JR(w)w&)Jx
o @ [~ 3 A

ro

Das erste Tutegmal ist gerade das Skalarprodvkt vou QLX) wit B¥). Dieses
ist jedock Null oo B(x) eiu Polynows vowr Grade u ist.

Rix) ist ein Polyvowr vowr 6rade w. Das L-refﬁ'f'} das verbleibeuwde Tntegral
vud dawit das Tutegral Cber P(¥) ist exak}’ weuu wiau for die u+A
Stutzsteleu olie Mullstellar x; des ovlkogoualou Polywoues Q00 uimeet,

Siunvollerwesse +mu5fo@i¢f+ wau das Lutegratiousiuterval [atb]
avf das Tulerval | avf dewr die orhogoualecr Polywowre @, (%) 2or Gewiclits—
fouktiouw wix) Shudar}wﬁﬁl‘? defiuiort siud.

Dawmit folot sclelieflicls olie GavB'sche Quadratorforwel :

b u
5%(")"{" = ‘%:25‘ ZA; 9("—;&'& +-‘-’-;‘5'-) 9tx) = flx)-wix) Qfgj;) =0
o 120

Wow wecle Beispiele vou staudart-  Gewidds fuwktioueu ) Grewzeu uvuel QX

wWix) = 1 2 =/ b +1 Legewdre — Polynome

wW(x) = é-x a= 0 b = 00 Laguerre — Pof./uame
2

wix) = € a=-o b = oo Hevwite — Ppolyuowce

Die Koeffiziutan A; vl A; ergobeu sicle wieder avs der Tubeoration Gber die

Laqmuge Darswwa des Iulerpolatious PoLyquS R, ) = £0) "

.f P <) wix)alx -IZ‘.%«)LM wfx)alx = Z.‘FCX) jL [ ()-Wix)dx = A L; ) wix)olx

=0 . =0
@ o

Nou woek eiwe kleiue Besouderleit der Gab-Iutegratiou :
:L'-C*)]l ist etw  Polyvowr vewn Grade 2u , wird also exakt utegriert :

%5[L,—tx)]zwcx)alx = ZA [‘ﬂ'(x _x] ] = Z'A 5 -

dh

27



